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主な記号 
太字の記号は，ベクトルもしくは行列を意味する． 
；で区切られているものは，複数の意味で用いられる． 
 
|  | 絶対値；ベクトルのノルム 
Re[ ] 実部 
Im[ ] 虚部 
̅  周期平均値 
* 複素共役；複素共役転置 
T 転置 
α 感度解析における設計変数；自然数 
αr r次モードの重み係数 
β 比例粘性減衰（レイリー減衰）における剛性比例の定数；自然数 
Δ 測定点の間隔；微小を表す接頭語 
δ 変化量 
εr , εi 標準偏差が 1の正規分布に従う乱数 
θ 回転変位 
ξ モード寄与率ベクトル 
π 円周率 
ρ 密度 
ζr r次モードのモード減衰比 
σr r次モードのモード減衰率 
ϕ 固有モードベクトル 
ψr 実振幅を持つ r次の固有モードベクトル 
ω 角振動数 
ωdr r次モードの減衰固有角振動数 
Ai コンプライアンス行列における i次のフーリエ級数行列 
APF アクティブなパワーフローの総量 (Active Power Flow) 
AR パワーフローのアクティブ率 (Active Ratio) 
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aerror 誤差係数 
ai i次のフーリエ級数 
Bi コンプライアンス行列における i次のフーリエ級数行列 
bi i次のフーリエ級数 
C 減衰マトリクス；剰余項（質量分） 
Ci 要素 iの要素減衰マトリクス 
c 減衰係数 
cr r次モードのモード減衰 
D 剰余項（剛性分） 
D 散逸パワー；複素曲げ剛性 
E 振動エネルギー 
Eb , Ep はり，平板の縦弾性係数 
EK 運動エネルギー 
EU ひずみエネルギー 
ECRM M個の選択モードによるエネルギー寄与率 (Energy Contribution Ratio) 
e 自然対数の底 
F 力ベクトル 
F 力 
f 力ベクトル 
fr r次の固有周波数 
G コンプライアンス行列 
G コンプライアンス行列の成分 
Ia アクティブ振動インテンシティ 
Ib はりの断面 2次モーメント 
Ire リアクティブ振動インテンシティ 
j 虚数単位 
K 剛性マトリクス 
Ki 要素 iの要素剛性マトリクス 
k ばね定数 
kr r次モードのモード剛性 
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M 質量マトリクス 
Mi 要素 iの要素質量マトリクス 
M モーメント；自然数 
m 質量 
mr r次モードのモード質量 
PF 全パワーフローの総量 (Power Flow) 
p 音圧；自然数 
Q せん断力；体積速度 
r モードの次数 
S 振動エネルギーの減衰付加感度 
SK 運動エネルギーの減衰付加感度 
SU ひずみエネルギーの減衰付加感度 
Tc 周期 
t 時刻 
u 変位ベクトル 
v 速度 
w 並進変位 
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1.1 研究背景 
機械構造物において，振動騒音は，その機械を操作する者への負担や健康影響，ま
た輸送機器であれば乗員の快適性や積載荷物の損傷，さらに周囲・周辺の人々に与え
る環境問題など，多くの影響を有する重要な評価項目である．特に自動車は，人や荷
物の自在な輸送手段として容易に扱えることから，広く普及しているため，乗員の快
適性や，道路近隣住民への騒音問題といった面で振動騒音についての高い性能が求め
られている．近年では，振動騒音性能と，運動性能・軽量化・低燃費化・安全性向上
など多性能との両立も，重要課題となってきている． 
自動車の車室内騒音を例に，一般的な振動および騒音の現象を纏めたものを図 1.1
に示す[1.1]．幅広い周波数帯域において，多様な要因による現象が自動車の開発におい
て評価の対象となっている．また，これらの評価すべき振動騒音現象を，伝播のメカ
ニズムの面から分類すると，一般的に図 1.2 のように分類され，各メカニズムに応じ
た振動騒音についての対策検討が行われる．図 1.2の分類について説明すると，まず，
振動そのものを乗員が検知する振動問題と，振動によって音が発生し，それが車室内
騒音となる問題に分けられる．この中でもさらに，車室内騒音に関して問題の種別を
すると，路面凹凸やエンジン燃焼などにより振動が発生し，その振動が車体を通して
エンジン(低・中・高速)こもり音 エンジン透過音 
エンジン振動伝達音 
トランスミッション・デフ ギヤ音 
歯打ち音 
タイヤノイズ(スキール・ビート音など) 
パターンノイズ 
風切り音 
低周波ロードノイズ ロードノイズ 
ブレーキノイズ 
ブレーキ鳴き 
アイドル振動 
・こもり音 
クラッチジャダー ワインドアップ振動 
サージ カップル振動 
しゃくり 
ステアリングシミー 
エンジンシェイク 
ボディシェイク 
ハーシュネス 
乗り心地 
(ピッチング・バウンシングなど) 
ブレーキジャダー 
ブレーキ 
ホップ 
パワー 
トレイン 
入力 
タイヤ車輪 
入力 
路面入力 
ブレーキ 
入力 
5 10 50 100 500 1ｋ 5ｋ 10ｋ 
周波数 (Hz) 
図 1.1 自動車における一般的な振動騒音現象 
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伝播し，パネル放射音となって車室内騒音として問題になる固体伝播音と，排気音や
風切音のような空気の圧力変動や振動源であるエンジンの表面振動によって，音圧が
直接励起され，その音が車室内に伝播して問題になる空気伝播音がある． 
 
 
また，近年の自動車開発の特徴として，軽量化の要求に応じるため，車両に用いる
材料において，金属材料に替えて，樹脂や樹脂含有複合材料の採用が進んでいる．エ
ンジン表面振動による音圧励起の要因の一部であるインテークマニホールド，シリン
ダヘッドカバーや，車室内への音響放射に影響が大きいルーフ，ドアパネル，ガラス，
さらには振動伝播に影響する車体構造部材においても，金属材料から，樹脂や，CFRP 
(Carbon Fiber Reinforced Plastics)[1.2] ，SMC (Sheet Molding Compound)[1.3]といった樹脂含
有複合材料への置換が進行してきている[1.4]．また，ゴムを主な材料とするタイヤに関
しても，電気自動車ではエンジン騒音が無くなることで車室内騒音への寄与が上昇す
る[1.5]ことや，環境問題の観点からのタイヤ単体騒音規制の強化[1.6]など，低騒音化のニ
ーズが高まっている．樹脂やゴムは，金属に比べ減衰性が高い特徴があるため，従来
の低減衰の金属を主に対象とした振動騒音解析技術のみならず，高減衰構造物に対す
る振動騒音解析の重要性が増していくと考えられる． 
本研究では，自動車の振動騒音問題の中でも，固体伝播音と空気伝播音の両者に内
在する，振動によって放射音が発生して問題になる現象を対象とする．特に放射音の
発生要因となる構造振動の部分に着目して，構造物の高減衰化も考慮した上で，振動
の特性を適切に把握し，騒音低減を目指した振動抑制を実現するための手法について
検討を行う． 
図 1.2 伝播メカニズムに基づく振動騒音問題の分類 
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なお，ここでは対象の代表例として自動車をあげて説明したが，本研究で検討する
手法は，適用先を自動車に限定するものではなく，他の分野にも応用可能な基礎的な
技術と考えている．例えば輸送機器であれば，鉄道，航空機，船舶などにおいても同
様に構造振動による放射音は問題となっており，本研究で検討する手法を適用可能で
あると考えている．さらに，稼動時の騒音の更なる低減が求められている，空調機器，
複写機，洗濯機などの電気機器においても，騒音発生のメカニズムには本研究におけ
る検討と共通する部分があり，検討する手法を応用できると考えている． 
 
1.2 現状の解析手法と本研究の検討方針 
1.2.1 現状の解析手法 
自動車の振動騒音解析に使用されている一般的な手法について，周波数領域に対す
る使用範囲の概略を図 1.3に示す[1.1]． 
 
 
構造振動に関する代表的な解析手法として，低周波数帯域においては，数値解析
(FEM; 有限要素法)と実験の両面で，モード解析が広く用いられている[1.7] [1.8]．一方，
高周波数帯域においては，エネルギーベースの手法である統計的エネルギー解析法
(SEA)が，振動騒音低減のための代表的な解析法である[1.9]．対象とする周波数に応じ
図 1.3 自動車の振動騒音の周波数に応じた解析手法 
機構解析 
FEM 
低周波 中周波 高周波 
50 100 500 1k 5k (Hz) 対象現象 
モード領域 エネルギー領域 
数値解析・ 
シミュレーション 
実験・解析 
SEA 
BEM・I-BEM Ray Tracing 
Holography 
敏感度解析 
伝達関数合成法 
実験モード解析 
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てどちらの手法が適しているかを判断し，使い分けが行われている．両手法の特徴を
図 1.4 にまとめる． 
モード解析は，構造のある点に単位入力が作用した時の応答を表す周波数応答関数
(FRF; Frequency Response Function)により応答を評価することを基本としている．実座
標系における振動現象を，固有モードベクトルを基底とした空間であるモード座標系
に座標変換することにより，多自由度系における任意の振動を固有モードの重ね合わ
せで表現し，固有値（固有周波数），モード減衰比，固有モード（振動モード形）など
のモード特性により動特性を表現する解析法である．振動騒音が特に問題になる共振
周波数においては，対応する 1 つの固有モードによる 1 自由度系に近似でき，現象を
単純化できることから，モード解析は振動メカニズムの解明のみならず改良手法検討
にも有用な手法である． 
一方の SEA は，高周波数帯域において密に存在する固有値・固有モードを周波数並
びに空間的に平均化して，振動の伝播を捉える解析手法である．FRF において共振峰
の半値幅が固有周波数間隔よりも大きいような，共振峰が明確でない高周波数におい
て解析の精度が保証させると言われている[1.10]．対象とする構造物を，全系を分割した
図 1.4 モード解析と SEAの特徴 
モード解析 （低周波数帯域） SEA 統計的エネルギー解析法 （高周波数帯域）
特徴
・モード座標系への変換により，多自由度系の
振動を固有モードの重ね合わせで表現
・固有値，モード減衰比，固有モードの特性
・共振周波数では，1自由度系に近似，単純化
⇒振動メカニズム解明，改良手法検討に有用
・密に存在する固有値・固有モードを，周波数
並びに空間的に平均化して捉える
・共振峰が明確でない高周波数で精度が保証
（共振峰の半値幅が固有周波数間隔より大）
・分割したSEA要素間のパワー平衡を解く
（要素の詳細形状を情報として持たない）
基本原理 振動を，固有モード（定在成分）に分離 エネルギーの流れを可視化し，評価
評価量 力や変位など ⇒ 大きさの1乗 エネルギーやパワー ⇒ 大きさの2乗
周波数が
限定され
る理由
高周波数や高減衰構造物になると・・・
・多数の固有値が存在
・共振峰が鈍くなる
⇒対策すべきモードを絞れない
⇒実験：固有モードの精度よい分離が困難
低周波数帯域になると・・・
・個々の固有値による共振や，固有モード形状
による振動変位の分布が，系の特性に影響
⇒必ずしも有効ではない（精度が低下）
⇒詳細な形状・構造検討には不向き
周
波
数
応
答
関
数
要素1
E1
要素2
E2
P1
Pd1
P12
P21
P2
Pd2
相異
中
周
波
数
帯
域
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SEA 要素ごとに，一つの伝達特性と散逸特性で表現することで，要素間のパワー平衡
を解き，改良すべき箇所を明確化する手法である． 
解析手法の基本原理の面から両者を比較すると，モード解析は，振動を，定在成分
である固有モードの重ね合わせとして表現するという考え方であるのに対し，SEA は，
エネルギーの流れを可視化し評価するという考え方であり，相異がある．また，扱う
評価量としても，モード解析では力や変位などの大きさを 1 乗のままの値として扱う
のに対して，SEA では，エネルギーやパワーなど，大きさの 2 乗あるいは積の次元の
値として扱うという相異がある．このような明確な相異点があるため，両手法は相容
れないものとなっており，着目する周波数に応じた使い分けが必要となっている． 
さらに，各手法について，解析に適した周波数が限定される理由について整理する．
モード解析は，高周波数帯域や高減衰構造物を対象に解析すると，多数の固有値が密
に存在することや，共振峰が鈍くなることにより，対策すべきモードを絞れないとい
う問題や，実験においては固有モードの精度よい分離（同定）が困難という問題が生
じてしまう．一方，SEA を低周波数帯域に適用することを考えると，低周波数では個々
の固有値による共振や，固有モード形状による振動変位の分布が，系の特性に影響す
るため，十分な解析精度が得られないという問題がある．SEA は要素内の現象を平均
化して捉える手法であるため要素の詳細形状を情報として有さないため，詳細な構造
検討は不可能という問題もある．このように有効である周波数帯域が限定されてしま
うことからも，着目する周波数に応じた使い分けを避けることができない．また，低
周波数帯域と高周波数帯域の中間である，中周波数帯域については，いずれの解析手
法も有効ではない可能性がある． 
 
1.2.2 中周波数帯域と高減衰 
前項で述べたように，振動騒音解析においては，対象周波数に応じて，低周波数帯
域で有効なモード解析と，高周波数帯域で有効な SEAとが使い分けられている．しか
しその中間に位置する中周波数帯域については，有効な解析方法が確立されていない
という問題がある． 
また，周波数帯域としてはモード解析が有効な現象であっても，高減衰の構造物の
場合には，共振峰が鈍くなることから，同様の問題が発生する．例えば自動車用タイ
ヤは，ゴムの高減衰特性によって個々のモードを捉えるのが困難となり[1.11]，モード解
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析の適用が容易ではなくなっている．さらに，自動車において金属材料から樹脂材料
への置換が進んでいるという点においても，高減衰特性の考慮が重要となってくると
考えられる． 
図 1.5 に，タイヤの加振試験により計測した FRF の例を示す．200Hz 以下の周波数
帯域においては個々の共振峰が明確となっており，振動低減のための検討手法として
は，モード解析が適した状態となっている．しかしながら，300Hz 以上では，個々の
共振峰が明確でなく，モード解析が有効とは言えない振動状態となっていることが分
かる．これが，中周波数帯域および高減衰構造物の特徴である． 
 
 
例えばこのようなタイヤに関しても，中周波数帯域の構造振動を原因とする騒音低
減が，自動車の開発における課題となっており，振動騒音低減のための解析手法の創
出が求められている[1.12]． 
 
1.2.3 本研究の検討方針 
これまでに述べた背景および現状の解析手法を踏まえ，本研究では，中周波数帯域
や，問題が類似する高減衰構造物に有効な，振動騒音低減のための解析手法の提案を
目指す．本研究で扱う範囲として，解析手法は，解析の理論および FEM を用いたシミ
図 1.5 タイヤの FRF の例 
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ュレーションの観点で検討を行う．また，そのような解析モデル（FEM モデル）の構
築や精度向上に必要となる実験計測法として，タイヤを想定した円筒シェル構造物を
対象に，中周波数帯域・高減衰構造物にも対応できる実験モード解析法についても検
討を行う． 
 
1.3 先行研究 
ここで，中周波数帯域における解析法について，どのような先行研究がなされてい
るかを述べる． 
まず，解析の理論やシミュレーションの観点において，低周波数帯域で有効なモー
ド解析を発展させた研究について述べる．複数のモードが同時に寄与する中周波数帯
域に対して，モード解析に基づきながら複数モードを効率的に解析する方法として，
構造変更による振動応答の変化の類似性を指標にグループに分類し[1.13][1.14]，グループ
の代表モードを対象に解析を行う手法[1.15]が提案されており，構造変更による改良効果
予測に有効であることが示されている．しかしながらこの手法は，構造変更の内容を
あらかじめ決めてからグループ化を行う必要があるため，構造変更の案を探索すると
いう観点においては適した方法とはいえない．また，振動系で主要な動きを示す部分
を主系と定め，主系の振動形状の類似性を基にグループ化を行う手法も提案されてい
る[1.16]．主系と従系が明確に分けられる場合についてはグループ化が有効に行えている
が，一般の構造物において主系と従系を定量的に分離する方法については課題が残っ
ている，中周波数帯域において，着目する周波数範囲内における振動応答変位を特異
値分解することにより，主成分変形を抽出し，その主成分変形をその周波数範囲を代
表する振動形とみなして解析を行う手法[1.17]も提案されている．主成分変形に基づき減
衰付加位置を決定し，振動低減の効果が得られているが，主成分変形の物理的意味が
明確にされていないことや，手法の妥当性について十分な検証が行われていないとい
う課題が残る．以上をまとめると，モード解析を発展させるという観点においては，
多モード寄与の影響が未だ不十分であることが問題としてあげられる． 
次に，高周波数帯域で有効な SEA を発展させた研究について述べる．SEA は，周波
数が低下してくると，SEA 要素内における空間的に詳細な振動を扱えないため，精度
が低下する問題がある．これを解決するために，SEA 要素を FEM でモデル化した
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FEM-SEA[1.18]や，場所ごとに FEM モデルと SEA モデルを使い分ける FEM・SEA ハイ
ブリッド法[1.19]も提案されている．しかし，これらの手法においても，SEA 要素サイズ
を主観的に決める必要があり，その設定が解析精度に影響するため，中周波数帯域に
おいて必ずしも有効な手法にはなっていない． 
このように詳細形状の検討が困難な SEAではなく，同様に振動エネルギー流れに着
目しながら，より空間的に詳細な解析を行うことを狙い，振動エネルギーの流れを表
すものとして提案されている振動インテンシティ[1.20][1.21]を利用した解析の研究につい
て述べる．振動インテンシティを利用した研究としては，エネルギー散逸が大きな箇
所への制振材貼付で効果的に振動低減を達成できるという報告[1.22]や，インテンシティ
とひずみエネルギー，制振材効果の関係に関する研究[1.23]，振動モードとアクティブイ
ンテンシティ，リアクティブインテンシティ，ひずみエネルギーの関係に関する研究
[1.24]などがある．しかし，これらはいずれも共振点を主眼としており，本研究で着目し
ている中周波数帯域・高減衰構造物で生じる，複数モードが同時に寄与する状態にお
いての有効性は未知数という問題がある． 
また，実験計測の観点から，円筒シェル構造物，特にタイヤの実験モード解析に関
する先行研究について述べる．なお，円筒シェル構造物のモード解析は，タイヤ [1.25]
の他にも，航空機の機体[1.26]などにも応用できるものである．タイヤに関する実験モー
ド解析の先行研究としては，タイヤトレッド部の周方向の曲げ振動のみに着目して空
間フーリエ変換を利用したもの[1.27] や，拘束条件の違いを比較したもの[1.28] 等がある．
これらの研究は，モード密度が比較的低く共振峰が捉えやすい低周波を対象としてい
る．300Hz 以上の中周波帯域になると，タイヤが軸方向にも弾性変形するモードの出
現によりモード密度が上昇[1.29] するため，これらの手法では中周波数帯域におけるモ
ード解析には対応が困難である． 
以上のような先行研究での問題点を踏まえ，本研究では特に，中周波数帯域・高減
衰構造物における解析手法として，理論・シミュレーションの観点では，複数モード
寄与の影響の明確化や，制振材（減衰）の付加による振動抑制効果の予測・評価に繋
がるような，振動インテンシティを利用した振動特性の把握法が必要と考え，検討を
行う．また，実験計測の観点では，解析モデルの精度向上のために，モード密度が高
い状態に対応できる，高精度な実験モード解析の手法が必要と考え，これについても
検討を行う． 
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1.4 研究目的 
これまでに述べた背景や問題点を踏まえ，本研究の目的は，中周波数帯域や高減衰
構造物において，振動低減に繋がる振動特性の把握法を提案すること，および振動低
減できる減衰付加位置の評価法を導くこととする． 
検討内容について以下に述べる．検討は，理論・シミュレーションの観点と，実験
計測の観点の両側面について行う． 
理論・シミュレーションの観点においては，振動エネルギーに関する特性把握法と，
効果的な減衰付加位置の評価法について検討する．振動エネルギーを評価指標に採用
し，振動インテンシティを用いた振動特性の把握法と，減衰付加位置の評価法を検討
する．特に，中周波数帯域・高減衰構造物の特徴である，複数モード寄与という状態
に着目し，モード寄与度の定量化も行う．振動特性としては，減衰付加位置判断に繋
げることを狙い，振動インテンシティを用いた，系全体におけるエネルギー流れ状態，
および系内部での，エネルギー散逸の分布，エネルギー流量の分布，といった特性に
着目する．さらに，より直接的に減衰付加位置を判断できる手法として，振動エネル
ギーの減衰付加感度の特性についても検討する． 
実験計測の観点においては，タイヤを想定した円筒シェル構造物を対象に，実験モ
ード解析法の高精度化について検討する．円筒シェルの周方向に振動形を表す基底関
数を定義することにより，事前にモードを周方向次数ごとのグループに分離し，次数
ごとにモード特性同定を行うことで，モード解析の難易度を改善する方法を検討する．
さらに，この周方向次数によるグループ分けを，放射音の評価にも応用し，騒音の原
因となる問題モードの特定についても検討する． 
なお，中周波数帯域の範囲は，個々の共振峰が明確に表れなくなる帯域であり，対
象物によっても具体的な周波数は変化するが，自動車を構成する部品においては概ね
300Hz～800Hz 程度の範囲が該当する． 
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1.5 本論文の構成 
本論文は全 5 章で構成されている． 
第 1 章では，本研究の背景と目的，および本論文の構成について述べる． 
第 2 章では，第 3 章および第 4 章で検討する解析手法の前提となる，振動解析の基
礎理論について述べる． 
第 3 章では，理論およびシミュレーションの観点から，振動エネルギーに関する特
性把握法減衰付加位置評価法について述べる．減衰付加位置把握の評価に繋がる，振
動特性の把握法を提案する．複数モード寄与の状態に着目して検討を行う．はりモデ
ルを対象に，散逸特性と感度特性について，算出法の妥当性を検証し，その有効性を
確認する．また，平板モデルを対象に，エネルギーが流れているか定在しているかを
表す特性や，エネルギー流量の特性について，算出法の妥当性を検証し，有効性を確
認する． 
第 4 章では，実験計測の観点から，円筒シェル構造物を対象に，中周波数帯域に適
用できる実験モード解析法について検討する．基底関数を利用した周方向次数分離法
を提案し，FEM モデルを用いて手法の妥当性を検証する．次に，実際の自動車用タイ
ヤを例に，実験モード解析を行い，提案法の有効性を確認する．あわせて，提案法の
放射音評価への応用についても考察する． 
第 5 章では本論文で得られた知見を整理し，結論を述べる．また今後の研究課題に
ついても言及する． 
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2.1  はじめに 
本章では，本研究で提案する，中周波数帯域・高減衰構造物における解析手法の前
提として用いる，振動解析の基礎理論について述べる． 
まず，既存の解析法の整理として，FEM を用いた動解析について説明し，次に，本
研究で振動状態を表すために用いる，振動エネルギーに関する指標について整理する．
さらに，本研究で提案する手法のベースとして利用する，振動インテンシティについ
ての理論を説明する． 
シミュレーションを行う際には，基礎構造物である，はりと平板を対象物として用
いる．そこで，はりと平板について，動解析および振動インテンシティについての定
式化を行い，振動インテンシティ算出の従来法についても述べる． 
さらに，実験モード解析法の基礎理論について述べる，実験計測で取得した周波数
応答関数のカーブフィットによる，モード特性同定の手法について述べる． 
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2.2 振動特性と振動エネルギー 
本節では，理論・シミュレーションの観点での解析手法の検討において利用する，
既存の解析手法を整理する．有限要素法による動解析と，振動エネルギーの取扱い，
および振動エネルギー流れの可視化手法として提案されている振動インテンシティに
ついて述べる． 
 
2.2.1 有限要素法を用いた動解析の基礎理論 
本研究では，調和加振力を受ける構造物の振動を対象とし，有限要素法により解析
を行う．構造物としては，現象を単純化するため，はり及び平板を用いる．材質は一
様とし，比例粘性減衰（レイリー減衰）を有するものとする． 
まず，有限要素でモデル化された構造物に対して，一般に振動解析において用いら
れる方法である，直接法とモード法による動解析の基礎理論について述べる． 
 
(1) 直接法 
直接法は，構造物の強制振動に関する運動方程式を解くことにより，応答である振
動変位を求める方法である．概要を以下に説明する． 
任意の節点 n は，x-y-z の 3 方向に対する並進と回転により，最大で 6 自由度を考慮
する必要がある．考慮する自由度数が p であるとき，節点 n の変位を，各自由度の
変位を p 行 1 列の列ベクトルにまとめて 
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u  （2.1） 
と表す．添え字の ins は，値が振幅ではなく瞬時値であることを明示している．右肩の 
(1) (2) は自由度の番号を意味する．構造物全体の変位は，節点数が L であるとき，節
点変位を列方向に並べた M 行 1 列（M=p×L）の列ベクトルとして， 
 
 









t
t
t
Lins
ins
ins
,
1, )(
u
u
u 
 
（2.2） 
と表す．また，節点力についても同様に列ベクトルを用いて 
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と記述する． 
構造物の節点に対して，M 行 1 列の列ベクトルで表わされる複素振幅 F，角振動数 ω
の調和加振力 
  tjins et
FF 
 
（2.5） 
が作用した際の定常応答を，複素振幅 u を用いて 
  tjins et
uu 
 
（2.6） 
と表現すると，このときの運動方程式は，L 行 L 列の正方行列である構造物全体の質
量マトリクス M，減衰マトリクス C，剛性マトリクス K を用いて，次式のように表さ
れる[2.1]． 
       tttt insinsinsins FuKuCuM    （2.7） 
式(2.5)，(2.6)を式(2.7)に代入すると，次式が得られる． 
tjtjtjtj eeeje   FuKuCuM  2   
  FuKCM   j2  （2.8） 
したがって，任意の周波数における応答 u は，次式によって求めることができる． 
  FKCMu 12   j  （2.9） 
このようにして運動方程式から応答を直接求める方法は，直接法とよばれる． 
なお，本研究では剛性比例型の比例粘性減衰を仮定し， 
KC   （2.10） 
であるものとする．β は減衰の大きさに対応する実数定数である． 
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(2) モード法 
振動の解析法として，モード解析を用いると，定常応答変位は固有モード ϕr（r は次
数）の重み付け和として，採用モード数 N，重み係数 αrを用い次式で表わすことがで
きる[2.1]．なお，固有モードも応答変位と同じく M 行 1 列の列ベクトルである． 



N
r
rr
1
u
 
（2.11） 
自由度 i のみに加振力 Fiが作用するとき，重み係数は 
rrr
iri
i kjcm
F




2

 （2.12） 
ただし，ϕriは r 次モードの i 成分，mr，cr，krはそれぞれ r 次のモード質量，モード減
衰係数，モード剛性である． 
また，r 次モードにおける自由度 a と b の間のコンプライアンス Gr,abは，次式の
ように表される． 
   rrr
rrbra
abr
j
k
G


21 2
,

  （2.13） 
ただし，ωr は r 次の固有角振動数，ζr は次式で定まるモード減衰比である． 
rr
r
r
km
c
2
  （2.14） 
 
2.2.2 エネルギーに関する指標の整理 
本研究では，振動の状態を表現する値として，「力×距離」の次元を持つ，エネルギ
ーを用いる（SI 単位：J）．また，エネルギーを時間微分した，単位時間あたりのエネ
ルギー変化は，「力×速度」の次元を持ち，パワーとよばれる（SI 単位：W）．本研究
で用いるエネルギーに関する指標について以下に整理する． 
 
(1) 周期平均振動エネルギー 
本研究では，構造物の振動の大きさを評価する指標として，構造物全体の定常振動
エネルギーを用いる．定常振動エネルギーはひずみエネルギーと運動エネルギーの和
として算出できることから，まず，ひずみエネルギーと運動エネルギーについて定式
化を行う． 
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複素振幅ベクトルが u である定常振動のひずみエネルギー EU(t) は，剛性マトリク
ス K を用いて，次式で表わされる．  
     tjTtjU eetE  uKu ReRe  （2.15） 
ここで，実数ベクトル a = Re[u]，b = Im[u] を用いて 
bau j  （2.16） 
とおくと， 
     
tt
tjtje tj


sincos
sincosReRe
ba
bau


 （2.17） 
であることから， 
     

ttt
ttt
tttttE
TT
TT
T
U



2
2
sincossin
sincoscos
2
1
sincossincos
2
1
KbbKab
KbaKaa
baKba



 
（2.18） 
ここで，aTKb はスカラーのため転置しても値は不変であり，かつ K も対称行列で
あることから， 
  KabKbaKba TTTT   （2.19） 
である．これより式(2.18)は 
   
    ttt
tttttE
TTT
TTT
U


2cos12sin22cos1
4
1
sincossin2cos
2
1 22


KbbKbaKaa
KbbKbaKaa
 （2.20） 
となる．したがって，ひずみエネルギーの周期平均 E̅U は，周期を Tc として 
   
 
 
         



























 
KuuuKuuKu
KbbKaa
KbbKaa
KbbKbaKaa
HTT
TT
c
T
c
T
c
T
TTT
c
T
U
c
U
TT
T
t
t
tt
t
T
dttE
T
tE
c
c
4
1
ImImReRe
4
1
4
1
4
1
2
2sin2cos
2
2sin
4
1
1
0
0






 （2.21） 
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と表すことができる．右肩の H は複素共役転置を表す． 
運動エネルギーの周期平均 E̅K についても，同様に展開することができ， 
 
   
         










MuuuMuuMu
uMu
HTT
T tjTtj
c
T
K
c
K
c
c
dtejej
T
dttE
T
E
4
ImImReRe
4
ReRe
2
11
1
22
0
0

   （2.22） 
と表すことができる． 
定常状態の全振動エネルギーの周期平均 E̅ は，これまでに求めたひずみエネルギー
と運動エネルギーの和であるため， 
KU EEE   （2.23） 
によって求めることができる． 
 
(2) 散逸パワー 
任意の要素 i において，減衰により消費される散逸パワーの周期平均 ?̅?𝑖 は，減衰が
する仕事に等しく，以下の式により求まる． 
   
   















c
c
T tj
ii
Ttj
i
c
T tj
i
T
tj
ii
c
i
dtejej
T
dte
dt
d
e
dt
d
T
D
0
0
ReRe
1
ReRe
1


 uCu
uuC
 （2.24） 
この式を，前述のひずみエネルギーや運動エネルギーと同様に展開することにより，
次式を得る． 
ii
H
iiD uCu2
2
  （2.25） 
これを全要素について求めることで，散逸パワーの分布が得られる．なお，要素 i
のひずみエネルギーの周期平均は 
   
ii
H
i
T tj
ii
Ttj
i
c
iU
c
dtee
T
E
uKu
uKu
4
1
ReRe
2
11
0,

 

 （2.26） 
であることから，剛性比例型の粘性減衰系においては，周波数を固定すると散逸パワ
ー分布はひずみエネルギー分布に比例したものとなる． 
― 第 2章 基礎理論 ― 
 
- 19 - 
 
2.2.3 振動インテンシティ 
 
(1) 振動インテンシティの定義 
構造物の振動において，単位断面を単位時間に通過するエネルギー（パワー）を表
すものとして，振動インテンシティ (Structural Intensity; 以下 SI) が提案されている[2.2] 
[2.3]． 
振動インテンシティ I(t) は，任意の断面においてなされる単位時間あたりの仕事で
あり，内力 f(t) と速度 v(t) の積として次式で表される． 
     tvtftI   （2.27） 
対象が定常振動である場合，SIの周期平均はアクティブ SIとよばれる．アクティブ
SIは次式で表される．ただし Tc は周期を表す． 
   
cT
c
a dttvtfT
I
0
1
 （2.28） 
式(2.28)は，次に示すように整理することで，積分計算をすることなく求めることが
できる．内力と速度の複素振幅を F，V とし，その位相角をそれぞれ θ，ϕ とすると，
瞬時の内力と速度は次のように表せる．ただし， | | は複素数の大きさを表す． 
       tFeeFtf tjj cosRe  （2.29） 
       tVeeVtv tjj cosRe  （2.30） 
これを式(2.28)に代入すると， 
   
    
   
 
















cos
2
1
cos2sin
2
1
2
cos2cos
2
coscos
0
0
0
VF
tt
T
VF
dtt
T
VF
dttt
T
VF
I
c
c
c
T
c
T
c
T
c
a
 （2.31） 
ここで，内力の複素振幅と，速度の複素振幅の複素共役の積を求めると 
 
   







sincos
*
VFjVF
eVF
eVeFFV
j
jj
 （2.32） 
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ただし，* は複素共役を表す．したがって 
     cosRe * VFFV  （2.33） 
となることから，式(2.31)，(2.33)より，SIの周期平均であるアクティブ SIは，次式の
ように内力と速度の複素振幅の積として算出できる． 
 *Re
2
1
FVI a   （2.34） 
また，上式のように複素数の実部として表されるアクティブ SIに対して，その虚部
はリアクティブ SIとよばれる． 
 *Im
2
1
FVI re   （2.35） 
エネルギー流れのうち，アクティブ SIは加振点から流入し減衰の作用により散逸す
る，一周期の正味のエネルギーの流れを表す．一方，リアクティブ SIはひずみエネル
ギーと運動エネルギーとを往復し，周期平均すると流量ゼロになる，定在するエネル
ギー成分と考えられている． 
 
(2) 振動インテンシティと散逸パワーとの関係 
各要素において，流入 SIと流出 SIとの差分は，その要素で散逸されるパワーを意味
する．はりのような 1 次元の構造物の場合は，容易に計算できる．すなわち，左右方
向に置かれた 1 次元構造物の要素 i において，図 2.1 のように，左側境界面と右側境界
面における右向きインテンシティ Ii，Ii+1の差分 
1 iii III  （2.36） 
は，要素 i で散逸されるパワーを意味する．これを全要素について求めることで，散
逸パワーの分布を得ることができる． 
  
Element i  
Node n n+1 
 
Intensity Ii  Ii+1 
図 2.1 1 次元構造物の 1要素における SI 
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2.3 はりと平板における動特性の定式化 
解析を行う対象構造物としては，基礎構造物であるはりと平板を用いる．本節では，
はりと平板に関して，動特性の定式化を行う． 
 
2.3.1 はりの曲げ振動の定式化 
はじめに，はりに関して，動特性の定式化を行う．調和加振力を受ける図 2.2 のよう
な x 軸に沿った一様なオイラー・ベルヌーイはりの曲げ振動を対象とし，有限要素法
により振動解析を行う． 
 
(1) 動特性の解析 
任意の節点 n における変位を 
 
 
 






t
tw
t
nins
nins
nins
,
,
, 
u
 
（2.37） 
と表す．ただし，wins,n(t)，θins,n(t) はそれぞれ，曲げ振動による並進変位と回転変位で
ある．はり全体の変位は，節点変位を列方向に並べた列ベクトルとして， 
 
 









t
t
t
Lins
ins
ins
,
1, )(
u
u
u 
 
（2.38） 
と表す．ただし L は節点数である．uins(t) は 2L 行 1 列のベクトルとなる． 
はりに振幅 F，角振動数 ω の調和加振力 
  tjins et
FF 
 
（2.39） 
が作用した際の定常応答を，複素振幅 u を用いて 
x 
w 
Q θ 
M 
図 2.2 はりモデル 
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  tjins et
uu 
 
（2.40） 
と表現すると，はり全体の質量マトリクス M，減衰マトリクス C，剛性マトリクス K
（2L 行 2L列）を用いて 
  FKCMu 12   j  （2.41） 
より，直接法による動解析の解として，任意の周波数における応答 u を求めることが
できる． 
 
(2) 振動インテンシティ 
はりの曲げ SIの周期平均 Ia（すなわちアクティブ SI）は，任意の断面において，せ
ん断力 Qins(t) と曲げモーメント Mins(t) からなる内力と，速度との積の時間積分の，
単位面積あたりの値として次式で表される[2.4]． 
 
 
 
 
  dtt
A
tM
tw
A
tQ
T
xI
cT
o ins
ins
ins
ins
c
a 






  
1
,  












 **Re
2
1

A
M
w
A
Q
j  
（2.42） 
ただし，A は断面積である．Q，w，M，θ はそれぞれ，せん断力，並進変位，曲げモ
ーメント，回転変位の複素振幅を表す．対応するリアクティブ SIは次式となる． 
  











 **Im
2
1
, 
A
M
w
A
Q
jxI re  （2.43） 
 
(3) 4点法による振動インテンシティの算出 
一様なはりの場合，回転変位 θ，曲げモーメント M，せん断力 Q はそれぞれ次式
のように並進変位 w の空間微分で表わすことができる[2.4]． 
x
w


  （2.44） 
2
2
x
w
DM


  （2.45） 
3
3
x
w
D
x
M
Q





  （2.46） 
ただし，D は複素曲げ剛性である．式(2.10)で示したように比例粘性減衰の比例定数が 
β であるとき，縦弾性係数 Eb，断面 2 次モーメント Ib を用いて，複素曲げ剛性は次
式で表わされる． 
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  bbIEjD  1  （2.47） 
断面 2 次モーメント Ib は，はりの板厚 h，幅 b を用いて 
12
3bh
Ib   （2.48） 
により求めることができる． 
以上の関係を用いると，式(2.44)～(2.46)を式(2.42)，(2.43)に代入することにより，次
式のように，SIを曲げ剛性と並進変位のみから求めることができる． 
 






























*
2
2
*
3
3
Re
2
1
,
x
w
x
w
w
x
w
A
Dj
xIa

  （2.49） 
 






























*
2
2
*
3
3
Im
2
1
,
x
w
x
w
w
x
w
A
Dj
xIre

  （2.50） 
実験計測や FEM によって離散点の並進変位が得られているとき，変位の空間微分項
を有限差分近似で求めることにより，式(2.49)，(2.50)の SI を算出することができる．
図 2.3 は，はりにおける並進変位の観測点を○で示した模式図であるが，この隣接す
る 4 点の並進変位を用いて●点の SIを差分近似により算出する 4点法が，はりの曲げ
振動の SI算出法として利用されている[2.5]．Δ は観測点の間隔である． 
 
 
 
SI算出点における，並進変位 w の各階の空間微分は，4 点の並進変位 w1，w2，w3，
w4 を用いて，有限差分近似により次式で求めることができる． 
 322
1
www   （2.51） 
 23
1
ww
x
w





 （2.52） 
Δ 
1 2 3 4 
x 
図 2.3 4 点法 
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 43212
12232334
2
2
2
1
11
2
1
wwww
wwwwwwww
x
w




































 （2.53） 
 43213
12232334
3
3
33
1
111
wwww
wwwwwwww
x
w




































 （2.54） 
式(2.51)～(2.54)を式(2.49)，(2.50)に代入することにより，FEM の直接法で得られる
節点の並進変位を用いて，はりの曲げ振動の SI を算出することができる．この方法を
本論文では従来法とよび，次章で示す新たな SI 算出法の妥当性検証に用いる． 
 
2.3.2 平板の曲げ振動の定式化 
次に，平板の曲げ振動についても同様に定式化を行う．調和加振力を受ける，図 2.4
のような x-y 平面を中立面とする薄肉平板の曲げ振動を対象とし，有限要素法により振
動解析を行う． 
 
 
(1) 動特性の解析 
時刻 t における，任意の節点 n の変位を 
 
 
 
 









t
t
tw
t
ninsy
ninsx
nins
nins
,,
,,
,
,

u  （2.55） 
と表す．ただし，wins,n(t) は z 方向の並進変位，θx,ins,n(t) は x 軸まわりの曲げ変位，θy,ins,n(t)
は y 軸まわりの回転変位である．さらに，平板全体の変位を 
w θy 
θx 
z 
x 
y 
図 2.4 平板モデル 
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 
 









t
t
t
Lins
ins
ins
,
1, )(
u
u
u 
 
（2.56） 
と表す．ただし L は節点数である．uins(t) は 3L 行 1 列のベクトルとなる． 
平板に振幅 F，各振動数 ω の調和加振力 
  tjins et
FF 
 
（2.57） 
が作用した際の定常応答を，複素振幅 u を用いて 
  tjins et
uu 
 
（2.58） 
と表現すると，平板全体の質量マトリクス M，減衰マトリクス C，剛性マトリクス K
（3L 行 3L列）を用いて 
  FKCMu 12   j  （2.59） 
より，直接法による動解析の解として，任意の周波数における，調和加振力に対する
応答 u を求めることができる． 
 
(2) 振動インテンシティ 
平板の SIの算出方法について述べる．図 2.5 に示す平板の曲げ振動において，x 方向
のアクティブ SI は，x 軸に垂直なある単位幅の断面を通過するパワーであり，次式で
表される[2.6]． 
 
 
              dtttMttMtwtN
T
yxI
cT
o insxinsxyinsyinsyinsins
c
xa   ,,,,,
1
,,    
  ***Re
2
1
xxyyy MMNwj    
（2.60） 
w 
N 
θy 
θx 
Mxy 
My 
z 
x 
y 
図 2.5 平板の曲げ振動における変位と y-z 断面の内力 
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対応するリアクティブ SIは次式となる． 
  ***, Im2
1
xxyyyxre MMNwjI    （2.61） 
ただし，Nins(t)，My,ins(t)，Mxy,ins(t) はそれぞれ y-z 断面における，面外せん断力，y 軸ま
わりの曲げモーメント，ねじりモーメントであり，wins(t)，θy,ins(t)，θx,ins(t) はそれぞれ
面外変位，y 軸まわりの回転変位，x 軸まわりの回転変位である．N，My，Mxy，w，θy，
θx はそれぞれ対応する時刻歴変数の複素振幅である．また，y 方向の振動インテンシ
ティ Iy も同様に表わすことができる． 
 
(3) 12 点法による振動インテンシティの算出 
平板においても，はりの場合と同様に，回転変位およびせん断力，モーメントを，
面外変位の空間微分を用いて次のように求めることができる[2.7]． 
y
w
x


  （2.62） 
x
w
y


  （2.63） 











 2
2
2
2
x
w
y
w
DM x   （2.64） 












2
2
2
2
y
w
x
w
DM y   （2.65） 
 
yx
w
DM xy



2
1   （2.66） 













 2
2
2
2
y
w
x
w
x
DNx  （2.67） 













 2
2
2
2
y
w
x
w
y
DN y  （2.68） 
ただし，ν はポアソン比である．D は複素曲げ剛性であり，比例粘性減衰の比例定数 β，
縦弾性係数 Ep，板厚 h を用いて次式で求められる． 
 
 



112
1
3hE
jD p  （2.69） 
はりの場合と同じように，計測や FEM によって離散点の面外変位が得られていると
き，変位の空間微分項を有限差分近似で求めることにより，式(2.60)，(2.61)の SIを算
出することができる．図 2.6 は，平板における並進変位の観測点を○で示した模式図
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であるが，この隣接する 12 点の並進変位を用いて●点の SI を差分近似により算出す
る 12 点法が，平板の曲げ振動の SI 算出法として利用されている[2.6]．Δ は観測点の間
隔である． 
 
 
SI算出点における，面外変位 w の各階の空間微分は，周囲の 12 点の面外変位 w1 ～ 
w12を用いた有限差分近似により，以下の式で求めることができる． 
 98544
1
wwwww   （2.70） 
 8945
8945
2
1
2
1
wwww
wwww
x
w

















 （2.71） 
 59482
1
wwww
y
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

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
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 （2.72） 
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
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 259121481122
2
4
1
wwwwwwww
y
w





 （2.74） 
Δ 
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図 2.6 12 点法 
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 （2.79） 
式(2.70)～(2.79)を式(2.62)～(2.68)に代入することにより，FEM の直接法で得られる
節点の並進変位を用いて，平板の曲げ振動の SI を算出することができる．平板につい
てもはりと同様，この方法を従来法とよび，次章で示す新たな SI算出法の妥当性検証
に用いる． 
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2.4 実験モード解析 
ここでは，基底関数を利用した実験モード解析法の提案において用いる，FRF（周波
数応答関数）のカーブフィットによるモード特性同定の手法について述べる．なお，
実験モード解析の検討においては，モード特性同定の高精度化を狙い，比例粘性減衰
系よりも扱える範囲が広い，一般粘性減衰系を仮定する． 
 
2.4.1 一般粘性減衰系の FRF 
モード解析を用いると，一般粘性減衰系のコンプライアンスを表す FRF は次式で表
わされる[2.8]． 
 
    











N
r rr
T
rr
rr
T
rr
jj1 d
**
d 

ξξ
G

 （2.80） 
ここで，G(ω) はコンプライアンス FRF，ωdr は減衰固有角振動数，σr はモード減衰率，
ϕr は固有モードベクトル，ξr はモード寄与率ベクトル（加振点のみからなる固有モー
ドベクトルにモードの重み係数を掛けたもの）である．* は複素共役を表す．加振点
数が p，応答点数が q であるとき，G(ω) は q×p の行列であり，ϕr は q×1，ξr は p
×1の列ベクトルである． 
対象周波数範囲を限定し，n 個の固有モードのみを採用した場合の FRF は次式とな
る． 
 
   
D
Cξξ
G 













2
1 d
**
d 

n
r rr
T
rr
rr
T
rr
jj

 （2.81） 
ここで，n は対象とする周波数範囲に含まれる固有値の数であり，C および D は対象
周波数範囲の外に存在する固有値の影響を表すための剰余項であり，C/ω2 は低次固有
モードをまとめて剛体モードで近似したもの，D は高次モードの影響をまとめて剛性
で近似したものである． 
 
2.4.2 多点偏分法によるカーブフィット 
多点偏分法[2.9][2.10]においては，一般粘性減衰系を仮定し，FRF の理論式として式(2.81)
を用いて，誤差関数が最小になるようガウスニュートン法に基づく反復計算によりカ
ーブフィットを行い，モード特性を同定する．ガウスニュートン法は，非線形の最適
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化を行うニュートン法を基に，残差の最適化パラメータによる 2 階微分の項を無視す
ることで，計算を簡略化した手法である．後に述べる初期値を，真値近傍に適切に設
定することができれば，実用上は収束性が確認されている． 
多点偏分法における誤差関数は，次式のような重み付き残差 Γ が用いられる． 
      
iba
ibaibaiba GHW
,,
2
  （2.82） 
ただし，a は加振点，b は応答点，i は周波数の序数，H(ω) は実験計測で取得した FRF，
G(ω) は式(2.81)の理論式で表される FRF を表す．W(ω) は重み関数であり，ダイナミ
ックレンジの大きい FRF においても誤差を適切に評価する目的で，次のような重み関
数が用いられる． 
 
 
   
n
iba
m
i
m
i
iba
Hj
j
W



2
  （2.83） 
ここで，m と n は重み関数を決めるパラメータであり，計測データのノイズ状態に応
じて，あらかじめ設定する．実験対象物に応じて誤差を推定し，FRF のピーク付近が
信頼性高いか，FRF の全体的に信頼性が高いか，などの観点から経験的に，あるいは
試行を繰り返しながら設定する．m=0 とするとコンプライアンスで見たときに均一な
重みとなり，m=1 とするとモビリティ，m=2 とするとアクセレランスで見たときに均
一な重みとなる．n=0 とすると差分誤差が評価され，n=2 とすると相対誤差，すなわち
縦軸を log 表示したボード線図の見た目の誤差が評価される．実用的には n=1 や n=1.5
なども用いられる． 
式(2.81)を見るとわかるように，同定が必要なパラメータは ωdr，σr，ϕr，ξr，C，D
である．ϕr，C，D は線形項として扱えるが，それ以外の ωdr，σr，ξr は非線形項であ
る．多点偏分法では，モード特性の初期値を与え，非線形項を初期値のまわりでテー
ラー展開することによって線形化し，誤差関数 Γ が最小となるよう線形の最小二乗法
によってモード特性の変更量を求め（ガウスニュートン法），モード特性を更新する．
その後，線形項を最小二乗法によって求める．この計算を誤差関数 Γ が収束するまで
反復し，モード特性を同定する． 
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2.4.3 CMIF による初期値の決定 
前述のとおり，多点偏分法を用いてモード特性同定を行うためには，あらかじめ非
線形項の初期値を設定する必要がある．初期値は，多点参照に対応したモード指示関
数である MMIF (Multivariate mode indicator function)[2.11] や，複素モード指示関数 CMIF 
(Complex mode indicator function)[2.12] を用いて求められる．本研究では，CMIF を用い
て初期値を求める． 
CMIF 法は，簡便な方法によってモード特性を推定し，系全体の特性の見通しを得る
という観点で提案されたモード特性同定の手法である．以下にCMIF法の概要を示す． 
加振試験で取得した，多点加振・多点応答の FRF 行列 H(ω) を，次のように周波数
毎に特異値分解する． 
       H VDUH   （2.84） 
ただし，U(ω)，V(ω) はそれぞれ左特異ベクトル uk(ω)，右特異ベクトル vk(ω) を並べ
た行列であり，D(ω) は対角上に特異値 dk が並んだ行列である．k は特異値の序数を
表す． 
r 次の共振点近傍の角周波数 ωp においては，1 つの特異値 dr(ωp) が卓越し，対応
する特異ベクトル ur(ωp) と vr(ωp) はそれぞれ固有モードベクトル ϕr とモード寄与
率ベクトル ξr に近しいものとなる．これを利用し，H(ω) と ur(ωp)，vr(ωp) を用いて 
r 次モードの 1 自由度 FRF を推定することができる．この FRF について，1 自由度の
モード特性同定計算を行うことにより，多点偏分法の初期値として用いるモード特性
を得ることができる．以上が CMIF 法による初期値作成の概要である． 
MMIF 法は，共振点における応答が全ての測定点において±90°の位相ずれを持つ
ことを仮定した手法であり，実モードを有する系（比例粘性減衰系など）を仮定して
いる．また，中周波数帯域・高減衰のように，共振点において他モードとの連成が大
きい場合は，固有モードの判断が困難になることがある．これに対して，CMIF 法は特
異値分解を利用することでこれらの問題を回避しており，中周波数帯域，高減衰に適
した手法であると考えられる． 
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2.5 まとめ 
本章では，本研究で提案する，中周波数帯域・高減衰構造物における解析手法の前
提として用いる，振動解析の基礎理論について述べた． 
動解析には有限要素法を用い，振動状態を評価する指標としては，周期平均振動エ
ネルギーを用いる．また，本研究で着目する振動インテンシティについて，その定義
を述べ，さらに散逸パワーとの関係を述べた． 
また，解析対象として用いる，はりと平板について，動特性および振動インテンシ
ティについてまとめ，振動インテンシティ算出の従来法として，有限差分近似を用い
た方法について述べた． 
さらに，実験モード解析法の検討に用いる基礎理論として，一般粘性減衰系の FRF
と，多点偏分法によるカーブフィット，および CMIF による初期値の決定について述
べた． 
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3.1 はじめに 
本章では，調和加振を受ける構造物において，中周波数帯域や高減衰の振動で重要
となる特性を可視化し把握するための，新たな解析手法を提案する．更に，効果的に
振動を低減できる設計法として，減衰付加位置の決定法を提案する． 
本研究で提案する解析手法のベースとしては，エネルギーフローの可視化手法とし
て提案されている振動インテンシティ(SI)を利用する．低周波数帯域は，単一モードが
支配的となるため，モード解析を用いて解析することが有効である．このときのエネ
ルギー流れは，定在波のような定在状態にあると推測される．一方，周波数が上昇す
ると，SEA が扱うようなエネルギー流れの進行を考慮する必要が生じてくる．その両
帯域を繋ぐ中周波数帯域においては，モード解析と同様に FEM との親和性も高くエネ
ルギー流れを扱える手法である SI を，モード解析と組み合わせて利用することで，振
動特性を多面的に把握でき，振動低減の方法も創出しやすくできるものと考える．併
せて，振動エネルギーの感度解析を利用した減衰付加位置評価法についても検討する． 
SI を利用する方法と，感度解析を利用する方法との，狙いの相違点について補足す
る．本研究では，振動低減のための対策（設計変更手段）として減衰付加に着目して
おり，その目的のみに限れば SI 法も感度法も同列である．ただし実際の設計において
は，設計変更手段としては他にも剛性分布の変更，質量分布の変更，形状の変更など，
状況に応じて最適な手段を選択すべきものである．感度法は減衰付加に対する解しか
導くことができないものであるが，SI を利用する方法は，理想の SI 分布を得ることが
できれば，それを達成するための手段は減衰付加に限らず，様々な手段から選択でき
る可能性を秘めたものであり，より汎用性の高い方法であると考えている． 
3.2 節では，本研究で提案する手法について説明する．提案法として検討する特性把
握法とその狙いについてまとめると図 3.1 のようになる． 
まず，振動インテンシティの算出を FEM で効率的に行う方法を提案する．次に，振
動インテンシティを利用した，パワーフロー状態を表すアクティブ率の指標を提案す
る．これは，振動状態において，低周波で顕著となるようなエネルギーが定在する成
分と，高周波で顕著となるエネルギーが流れる成分とが，どのような比率で存在して
いるかを判断できる指標であり，設計変更を行う際の判断材料に利用できる指標であ
る．続いて，選択モードによるエネルギー寄与率の算出法を提案する．これは，複数
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モードが寄与している際に，考慮すべきモード数を判断するために利用できる指標で
ある．さらに，把握した特性に基づき，効果的な振動抑制を実現するための設計変更
法として，減衰付加すべき位置を判断する方法について提案を行う． 
続いて，3.3 節と 3.4 節では，はりモデルと平板モデルを対象に，妥当性の検証や有
効性の確認を行っていく． 
研究対象である，中周波数帯域・高減衰構造物の重要な特性は，モードが密に存在
し，モード毎の独立性が保たれずモードの連成が生じることであると考える．そこで，
現象を単純化するため，中周波・高減衰の代用として，3.3 節では，はりモデルを用い
て，低周波数帯域において，単一モードが支配的である共振点と，複数モードが同時
に寄与する非共振点とを比較しながら提案法に関する検討を行う．内力法による SI 算
出，SI による散逸特性算出および減衰付加位置判断，感度特性の算出による減衰付加
位置判断の有効性を検証する． 
3.4 節では，平板モデルを用い，共振点に着目し，減衰を変化させることにより，単
一モードが支配的な減衰小の場合と，複数モードの寄与が生じる減衰大の場合とを比
較しながら，提案法に関する検討を行う．まず，アクティブ率の有効性を検討し，さ
らに，はりと同様に散逸特性と感度特性に基づく減衰付加位置評価について確認した
のち，パワー流量特性を評価することによる減衰付加位置判断の妥当性検証を行う． 
  
図 3.1 提案する手法 
SIを利用
感度を利用
特性把握法 狙い
内力法によるSI算出
アクティブ率（流れ/定在の特性） ・流れ/定在の特性を表現
・抑制すべき流れを判断
散逸パワー分布 ・散逸大の箇所に減衰付加が効果的と推定
・散逸の促進で流量低減が効果的と推定パワー流量
減衰付加の感度分布 ・感度大が減衰付加すべき位置と推定
選択モードによる感度分布 ・寄与大モードのみから付加位置
・簡便なSI算出法
選択モードによるエネルギー寄与率
モードごとの
エネルギーを利用 ・複数モードの寄与状態を明確化
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3.2 動特性把握のための解析法 
本節では、中周波数帯域・高減衰構造物の特性把握に関する，本研究で新たに提案
する解析手法の定式化を行う．エネルギーフローの可視化手法である SI の物理的意味
を考察し，それに基づき，中周波数帯域・高減衰の構造物の振動状態について，エネ
ルギーの流れという観点で指標化し振動特性を把握する方法を提案する．また，固有
モード間の連成に関して，寄与するモードを特定できる指標を提案する．さらに，効
果的に振動を低減できる減衰付加位置の決定法として，SI によるエネルギーフローの
可視化を利用して，減衰付加によるエネルギー散逸を促進させるという考え方の下で，
減衰付加位置を評価する方法と，振動エネルギーの減衰付加感度解析を利用した方法
の提案を行う． 
 
3.2.1 節点の内力を用いた振動インテンシティ算出法 
前章では，SI 算出の従来法として，変位を有限差分近似により空間微分し，それを
用いて SI を算出する方法を示した．しかし，有限差分近似を用いる方法では，差分近
似による誤差が避けられず，また煩雑な差分計算を行う必要がある．そこで本項では
FEM で SI を算出する際の新たな方法として，差分誤差を回避でき，計算も効率的に行
える，節点の内力を用いた算出方法を検討する．はりと平板のそれぞれについて，節
点の内力を用いた算出法を順に説明する． 
 
(1) はり 
FEM により求まる変位と内力を用いて，はりの曲げ振動の SI を算出する方法につい
て説明する． 
はりに角振動数 ω の調和加振力が作用した際の，任意の節点における変位の複素振
幅を 








w
u  （3.1） 
と表す．ただし，w，θ はそれぞれ，曲げ振動による並進変位と回転変位である． 
また，この節点を含む 1 要素における内力について，この節点における力の複素振
幅を 
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






M
Q
f  （3.2） 
と表す．ただし，Q はせん断力，M は曲げモーメントである． 
図 3.2 のように任意の要素 i の両端の節点をそれぞれ n，n+1 とすると，要素 i に
おける両端節点の内力 fn，fn+1 は，式(2.41)で求まる両節点の変位 un，un+1 と，質量，
減衰，剛性の各要素マトリクス Mi，Ci，Ki を用いて， 
 













  1
2
1 n
n
iii
n
n j
u
u
KCM
f
f
  （3.3） 
により求めることができる．fn+1 の符号が負であるのは，要素 i+1 における節点 n+1 
の節点内力が fn+1 であり，その反作用であることによるものである．右辺の先頭のマ
イナスは，要素 i が他の要素に及ぼす力を内力と定義している（外力と逆向き）こと
によるものである．この内力を用いて SI の算出を行う． 
式(3.3)において，節点 n における変位と内力が 














n
n
n
n
n
n M
Qw
fu ,

 
（3.4） 
であるので，図 3.2 の要素 i の左側境界面における右向きのアクティブインテンシテ
ィ Ia,i は，境界面の断面積を An として，式(2.42)より 













**
, Re2
1
n
n
n
n
n
n
ia A
M
w
A
Q
jI 
 
（3.5） 
と求めることができる．また，虚部であるリアクティブ SI は次式となる． 













**
, Im2
1
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n
n
n
n
n
ire A
M
w
A
Q
jI 
 
（3.6） 
 
Element i  
Node n n+1 
fn 
un 
-fn+1 
un+1 
 My,1 
Mx,1 
Element i+1  
Intensity Ii  Ii+1 
Element i+1  
fn+1 
un+1 
Ii+1 
図 3.2 内力法によるはりの SI の算出 
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(2) 平板 
平板についてもはりと同様に，FEMで求まる内力を用いたSIの算出方法を検討する． 
平板に角振動数 ω の調和加振力が作用した際の，任意の節点における変位の複素振
幅を 











y
x
w

u  （3.7） 
と表す．ただし，w は z 方向の並進変位，θx と θy はそれぞれ x 軸，y 軸まわりの
回転変位である． 
また，この節点を含む 1 要素における内力について，この節点における力の複素振
幅を 











y
x
M
M
N
f  （3.8） 
と表す．ただし，N は z 方向の並進力，Mx と My はそれぞれ x 軸，y 軸まわりのモ
ーメントである． 
式(2.59)により求まる全節点の定常応答の複素振幅ベクトルのうち，任意の要素 i に
含まれる節点変位を ui とすると，それに対応する，要素 i の各節点における内力 fi 
は，質量，減衰，剛性の各要素マトリクス Mi，Ci，Ki を用いて 
  iiiii j uKCMf  2  （3.9） 
より求めることができる．右辺の先頭のマイナスは，要素 i が他の要素に及ぼす力を 
fi としたことによるものである（外力と逆向き）．これを用いて SI を算出する． 
算出の手順について，図 3.3 を用いて説明する．平板を四辺形要素で分割すると，各
節点は 4 要素により共有される．図 3.3 の着目節点における x 方向の SI を算出するた
めには，要素 1・2 から着目節点を介して要素 3・4 に作用する内力を，式(3.9)にて求
まる要素 1 と 2 の各々における節点力を用いて，次式により算出する． 
― 第 3 章 振動エネルギーに関する特性把握法と減衰付加位置評価法 ― 
 
- 39 - 
 
 
































2,
2,
2
1,
1,
1
y
x
y
x
x
y
x
x
x
M
M
N
M
M
N
M
M
N
 （3.10） 
ただし，左辺の右肩の x は，x 方向 SI における内力を意味し，右辺の添え字 1 および
2 は，要素 1・2 における節点力を意味する． 
このようにして求めた内力と，式(2.59)により求める節点変位を用いて，図 3.3 の着
目節点における x 方向のアクティブ SI は，要素幅を a として，式(2.60)より 

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と求めることができる．y 方向についても同様に，次式のように求めることができる． 
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また，それぞれ対応するリアクティブ SI は次式となる． 
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z 
x 
y 
Element 1 
Element 2 
Element 3 
Element 4 
N1 
N2 
My,1 
Mx,1 
My,2 
Mx,2 
図 3.3 平板の節点における SI 算出法 
― 第 3 章 振動エネルギーに関する特性把握法と減衰付加位置評価法 ― 
 
- 40 - 
 
3.2.2 パワーフロー状態の指標化 
 
(1) 振動インテンシティの物理的意味の整理 
図 3.4 に示す棒の縦振動を例に，アクティブ SI とリアクティブ SI の物理的意味を整
理する． 
棒の縦振動は，棒の長手方向位置 x における振動変位を u として，次の波動方程
式で表される[3.1]．E はヤング率，ρ は密度である． 
 
 
Ec
x
u
c
t
u






2
2
2
2
2
 （3.15） 
これを満足する変位解は次式となる．C1, C2, C3, C4 は，境界条件や初期条件によっ
て定まる定数である． 
    
ck
tCtCkxCkxCtxu



 cossincossin, 4321
 
（3.16） 
展開すると次式のようにも書ける．だたし，D1, D2, D3, D4 は定数である． 
         kxtDkxtDkxtDkxtDtxu   cossincossin, 4321  （3.17） 
この縦振動における SI を求めるために，x 軸と垂直な任意の断面において，振動速
度 v と単位断面積あたりの力 f との関係を運動方程式により導く．棒の断面積を A 
とし，図 3.5 に示すような長さ Δx の微小要素を考え，その速度を v(x,t) とする．こ
の微小要素の左面に，左隣の要素から作用する力を Af(x,t) とすると，Δx 離れた右面
には，右隣の要素から逆向きに Af(x+Δx,t) の力が作用する．ここで，関数 g(x) の x ま
わりのテイラー展開の式 
         2
2
2
!2
1
x
dx
xgd
x
dx
xdg
xgxxg  （3.18） 
x 
u(x,t) 
図 3.4 棒の縦振動 
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に基づき，右面に作用する力に関して，高次の微小項を無視してテイラー展開の第 2
項までを用いて表すと， 
      x
x
txf
txftxxf 



,
,,  （3.19） 
となる．したがって，この微小要素の運動方程式は次式となる． 
 
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,,
  （3.21） 
両辺を x で積分し，次式を得る． 
 
 
dx
t
txv
txf  


,
,   （3.22） 
 
 
以上の関係を利用して，棒の縦振動に関する SI を算出する．まず，棒に進行波のみ
が存在している場合を想定する．そのとき，x 軸に垂直な任意の断面において左側か
ら右側に作用する力と，断面の速度の解は次式のように書ける．ただし，F1，V1 は実
数定数である． 
   
   kxtFdx
t
v
txf
kxtVtxv





 

cos,
cos,
1
1
 （3.23） 
これを複素指数関数で表記すると 
      
      tjjkxkxtj
tjjkxkxtj
eeVeVtxv
eeFeFtxf






11
11
ReRe,
ReRe,
 （3.24） 
であることから，内力と速度の複素振幅 F，V はそれぞれ 
jkx
jkx
eVV
eFF




1
1
 （3.25） 
v(x,t) 
図 3.5 微小要素の運動 
 
x 
Δx 
Af(x,t) Af(x+Δx,t) 
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であり，SI 算出に必要な，内力と速度の共役複素数の積は次式となる． 
1111
* VFeVeFFV jkxjkx    （3.26） 
したがって，アクティブ SI とリアクティブ SI を式(2.34)，(2.35)，(3.26)を用いて求
めると，次式となる．アクティブ成分のみが存在し，リアクティブ成分は存在しない
状態となっている．これは，力と速度の位相が揃うためである． 
 
  0Im
2
1
2
1
Re
2
1
*
11
*


FVI
VFFVI
re
a
 （3.27） 
以上より，アクティブ SI は進行波におけるエネルギーの流れ，すなわちエネルギー
の一方向の流れを意味するものであることが確認された． 
一方，棒に定在波のみが存在している状態を想定すると，内力と速度の解は次式の
ように書ける．F2，V2 は実数定数である．また，波数 k は，棒の長さ l に対して，
kl = nπ (n=1, 2, 3, …) を満たすものとする． 
 
  kxtFdx
t
v
txf
kxtVtxv
sincos,
cossin,
2
2


 



 （3.28） 
これを複素指数関数で表記すると 
   
 
 tj
j
tj
tj
tj
ekxjV
eekxV
ekxV
tkxVtxv
ekxFtxf









































cosRe
cosRe
cosRe
2
coscos,
sinRe,
2
2
2
2
2
2
2
 （3.29） 
であることから，内力と速度の複素振幅 F，V はそれぞれ 
kxjVV
kxFF
cos
sin
2
2


 （3.30） 
であり，SI 算出に必要な，内力と速度の共役複素数の積は次式となる． 
kx
VF
j
kxkxVjFFV
2sin
2
cossin
22
22
*


 （3.31） 
― 第 3 章 振動エネルギーに関する特性把握法と減衰付加位置評価法 ― 
 
- 43 - 
 
したがって，アクティブ SI とリアクティブ SI を式(2.34)，(2.35)，(3.31)を用いて求
めると，次式となる．SI のアクティブ成分は存在せず，リアクティブ成分のみが存在
する状態となっている．これは，力と速度の位相が π/2 ずれることによるものである． 
 
  kxVFFVI
FVI
re
a
2sin
4
Im
2
1
0Re
2
1
22*
*


 （3.32） 
したがって，リアクティブ SI は，定在波におけるエネルギー流れ，すなわち定在す
るエネルギー流れを意味するものと考えられる．定在するエネルギー流れとは，周期
内で運動エネルギーとひずみエネルギーとの間を往復し，周期平均するとゼロになる
流れである． 
以上より，アクティブ SI は進行するエネルギーの流れを意味し，リアクティブ SI
は定在するエネルギー流れを意味することを示した． 
 
(2) 瞬時の振動インテンシティ 
モード解析が有効とされる低周波数帯域は，エネルギー流れが定在する成分が支配
的とみなされる帯域であり，一方，SEA が有効とされるような高周波数帯域は，エネ
ルギーが一方向に流れる（進行する）成分が支配的とみなされる帯域であり，このよ
うにエネルギー流れの状態に応じて，振動低減のための対処方法が異なってくる傾向
がある．そこで，任意の振動状態に対して，エネルギーが定在する成分と，一方向に
流れる成分とが，どのような割合で含まれるかを指標化することが，振動低減手法を
導くうえで有効と考えられる．その指標としては，SI を用いて計算可能な，アクティ
ブなパワーフローと，全パワーフローとの比が利用できると考え，その計算方法につ
いて以下に整理する． 
エネルギー流れが定在する状態にあるか，進行する状態にあるかを判断するために
は，瞬時 SI を時刻歴で見ることが有効と考え，ここでは，瞬時 SI を，値を扱いやす
いアクティブ SI とリアクティブ SI を用いて表す方法について検討する．互いの位相
差が θ である内力と速度の複素振幅 F，V について，その大きさを F0，V0 とし，位
相角をそれぞれ ϕ+θ，ϕ とすると，瞬時の内力と速度は次のように表記できる． 
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        
       






tFeeVVetv
tFeeFFetf
tjjtj
tjjtj
cosReRe
cosReRe
00
00
 （3.33） 
このとき，瞬時 SI は両者の積であるので， 
       ttVFtI coscos00  （3.34） 
この瞬時 SI を，アクティブ SI とリアクティブ SI を用いて表すことを考え，式(3.34)
を次のように整理する． 
 
   
  
  
  


















1
2
1
Re
2
1
Re
cos22cos
2
1
2
22
cos
2
22
cos
2
00
22
00
00
00




tjj
jtj
eeVF
eeVF
tVF
tt
VFtI
 （3.35） 
ここで， 
   jjj eVFeVeFFV 0000
*    （3.36） 
であるので，式(2.34)，(2.35)に示したアクティブ SI とリアクティブ SI の定義に基づく
と，次のような関係が成り立つ． 
   
rea
j
jII
FVjFV
FVeVF



**
*
00
Im
2
1
Re
2
1
2
1
2
1 
 
（3.37） 
したがって，式(3.35)，(3.37)より 
       1Re 2  tjrea ejIItI  （3.38） 
のように，瞬時 SI をアクティブ SI とリアクティブ SI を用いて表すことができる． 
次に，式(3.38)のようにアクティブ SI とリアクティブ SI で表わされた瞬時 SI につい
て，その時刻歴波形を図示することを考える．式(3.38)は以下のように変形することが
できる． 
        reatjrea jIIejIItI  2Re  （3.39） 
式(3.37)より複素数 ( Ia + jIre ) の偏角は θ であるので， 
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     
  area
rea
tjj
rea
ItII
jIIeeIItI




  


22cos
Re
22
222
 （3.40） 
式(3.40)は，振幅が 22
rea II  ，周期が π/ω（加振周波数の 2 倍の周波数）である余弦
波の成分と，時刻によらず一定値 Ia である成分との和になっており，これを図示する
と，図 3.6 のようになる． 
図 3.7 の縦軸は瞬時 SI であり，正の値をとる時刻にはパワーが空間の正方向に流れ
ているが，負の値をとる時刻では逆にパワーが負方向に流れている，つまり時刻によ
ってパワーの流れる向きが反転していることを意味している． 
 
(3) パワーフロー状態の指標化 
これまで述べたような，SI の時刻歴波形においてパワーフローの向きが変化する特
性に着目し，振動エネルギー流れが，進行する状態にあるか，定在しているかを示す
指標を導くことについて検討する． 
図 3.6 の瞬時 SI を時間で積分し周期平均値を求めると，正のパワーフローから負の
パワーフローを差し引いた正味のパワーフロー，すなわちアクティブ SI となる．図 3.7
は時間積分の模式図である． 
図 3.6 瞬時 SI の時刻歴波形 
I(t) 
t 
Ia 
0 
 
cT2
1



 22
rea II 
図 3.7 アクティブパワーフローの算出 
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 
  
a
T
area
c
T
c
i
I
dtItII
T
dttI
T
APF
c
c





0
22
0
22cos
1
1
  
（3.41） 
式(3.41)は，点 i におけるアクティブパワーフローを意味しており，これを本研究で
は APFi とよぶ (APF; Active Power Flow)．添え字の i は点 i を意味する．式(3.41)の式
中における各 SI 値や位相も，点 i における値であるものとする． 
式(3.41)は構造物内のある 1 点におけるアクティブパワーフローを表しているが，構
造物内に設定した全 SI 算出点についてこの APFi を求め，正負（向き）は区別せず絶
対値をとった上で総和すると，構造物全体におけるアクティブなパワーフローの総量
が求まる．この指標値を APF とよぶ． 




i
a
i
i
I
APFAPF
 （3.42） 
一方，図 3.6 の瞬時 SI に関して，図 3.8 のように各時刻において絶対値をとった上
で，その周期平均を求めると，各時刻における正方向のパワーフローも負方向のパワ
ーフローも区別なく大きさとして積算・平均した，全パワーフローを意味し，次式に
より算出される．PFi は点 i における全パワーフローを意味する (PF; Power Flow)． 
 
 



c
c
T
area
c
T
c
i
dtItII
T
dttI
T
PF
0
22
0
22cos
1
1

 （3.43） 
 
 
図 3.8 全パワーフローの算出 
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ここで，式(3.43)の積分の式展開を考える．I(t) は周期関数であるので，図 3.9 に示
す Tc/4 区間における周期平均を求めれば式(3.43)に等しい．したがって式(3.43)は，以
下のように変形できる． 
  40
22 2cos
4 cT
area
c
i dtItIIT
PF   （3.44） 
 
 
まず，I(t) = 0 となる時刻 t1 を求めると， 
02cos 1
22
 area ItII    
221
2cos
rea
a
II
I
t

   （3.45） 
式(3.45)における角度の関係を，式(3.37)を踏まえて図示すると図3.10のようになり，
これより， 
 12 t   


21

 t  （3.46） 
と導くことができる．これを踏まえて式(3.44)を展開すると， 0
22 SII rea   とおき， 
   
   












 




















 



































2
2
sin
2
22
sin
222
sin2
2
2sin2
2
2sin2
2cos
2
2cos
2
0
00
2
0
0
0
2
00 0
1
1
1
1
a
aaa
t
a
t
a
t a
t
ai
IS
I
S
II
S
tI
tS
tI
tS
dtItSdtItSPF
 （3.47） 
図 3.9 全パワーフローの算出 
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ここで，( Ia + jIre ) の偏角が θ であるので， 
reIS sin0  （3.48） 
22
arcsin
2
rea
a
II
I



 （3.49） 
式(3.48)において Ire を絶対値とした理由は，Ire が負の場合に π < θ （あるいは θ < 0 ）
となり図 3.10 の条件が崩れてしまうのを避けるためである． 
以上より，式(3.47)は 










22
arcsin
2
rea
a
arei
II
I
IIPF

 （3.50） 
のように，アクティブ SI とリアクティブ SI を用いて表すことができる． 
この PFi についても，APFi と同様に，構造物内の全 SI 算出点について総和すると，
構造物全体における全パワーフローの量を表す指標値 PF となる． 













i
rea
a
are
i
i
II
I
II
PFPF
22
arcsin
2

 （3.51） 
以上のように，APF と PF はそれぞれ，構造物全体におけるアクティブなパワーフ
ローと全パワーフローを表す指標値である．したがって，APF と PF の比を求めるこ
とにより，全パワーフローに占めるアクティブパワーフローの割合を求めることがで
きる．これを本研究ではパワーフローのアクティブ率 AR とよぶ (AR; Active Ratio)． 














i
rea
a
are
i
a
II
I
II
I
PF
APF
AR
22
arcsin
2

 （3.52） 
このようにして求まるパワーフローのアクティブ率 AR を，本研究では，エネルギ
ー流れが定在しているか進行するものであるかを表す指標値として用いることを検討
する．AR はアクティブ SI とリアクティブ SI から算出可能である．AR は 0 と 1 の間
の値をとり，0 はエネルギーが定在している状態を，1 はエネルギーが完全に進行して
いる状態を表す． 
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なお，以上の説明は SI がスカラーで表される 1 次元の構造物について行ったが，SI
がベクトルとなる 2 次元構造物の場合には，APFi と PFi をそれぞれ SI の x 成分と y
成分を用いて成分ごとに算出した後，次式のように両成分を合算し求める． 





i
iyix
i
iyix
PFPF
APFAPF
AR
2
,
2
,
2
,
2
,
 （3.53） 
 
3.2.3 選択モードによるエネルギー寄与率 
中周波数帯域や高減衰構造物において生じる，複数モードが同時に寄与する状態に
おいては，各モードの，実振動に対する寄与度を定量化することが，振動低減の方法
を検討するうえで有効と考えられる．そこで，モードの寄与度を定量化する手法につ
いて，本項で検討する． 
前述のように，モード解析を用いると，定常応答変位は固有モードの重み付け和と
して表すことができる．それを利用し，任意の周波数において，振動エネルギーの周
期平均を，モード毎に算出することを考える． 
前章の式(2.11)に示したとおり，定常応答変位は固有モード ϕr（r は次数）の重み付
け和として表すことができる． 



N
r
rr
1
u
 
(2.11) 
まず，ひずみエネルギーの周期平均について，モード毎に算出することを考える．
固有モードは質量マトリクス M と剛性マトリクス K に対して，次のような一般直交
性を有する． 
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T
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M
 （3.54） 
式(2.11)を踏まえ，さらに，比例粘性減衰系においては固有モードが実数であること
を考慮すると，式(2.21)に示したひずみエネルギーの周期平均は．次のように変形する
ことができる． 
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 （3.55） 
ここで，K マトリクスを挟んだ Σ 同士の積を展開した 1 要素について考えると，式
(3.54)の一般直交性により，第 1 項については次のように表される． 
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 （3.56） 
第 2 項の虚部の式についても同様である．したがって式(3.55)は， 
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 （3.57） 
ただし，ψr は，加振力に依存する重み係数 αr も含めた，実振幅を持つ固有モードベ
クトルを表す． 
上式のように，ひずみエネルギーの周期平均は，各固有値における，実振幅の固有
モードから求めたひずみエネルギーのモード和として表すことができる．すなわち，
ひずみエネルギーをモード毎に分解することが可能である． 
式(2.22)に示した運動エネルギーの周期平均についても，同様の式変形が可能である
ため，次式のように表すことができ，モードについて同様の関係が成り立つ． 
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したがって，ひずみエネルギーと運動エネルギーの和である，全振動エネルギーの
周期平均についても，次式のように，モード毎に算出し，全モード総和することによ
っても求められることが証明された． 

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r
rKrUr
EE
EEE
1
,,
 （3.59） 
この関係を利用し，着目周波数における，モードの寄与度を評価する指標について
考える． 
各モードの振動エネルギーの大きさは，実際の振動に対する各モードの寄与の高さ
を意味すると考えられる．そこで，振動エネルギーが大きいものから順に並べ，各モ
ードの順位を s と表記する．寄与が高いものから順に M 個のモードを選択した場合
の，実際のエネルギーに対する割合は次式となる．本研究では，これを選択モードに
よるエネルギー寄与率(Energy Contribution Ratio) ECRM とよび，着目周波数における，
モードの寄与度を評価する指標として利用することを検討する． 
E
E
ECR
M
s
s
M

 1  
（3.60） 
ECRM は 0 と 1 の間の値をとり，1 に近いほど，選択した M 個のモードのみにより，
実際の振動を表現できていることになる．例えば ECR1 は，寄与最大の 1 個のモード
の寄与率，すなわち，着目周波数がどれだけ単一モード支配の状態となっているかを
表す値となる． 
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3.2.4 振動抑制のための減衰付加位置の評価法 
 
(1) 減衰付加による振動エネルギーの変化（反復動解析） 
提案する手法を用いて減衰付加位置の評価を行うにあたり，その妥当性を検証する
ためには，減衰付加で得られる振動低減効果の真値を取得しておく必要がある．各位
置に減衰付加することによる振動低減効果予測の真値について，以下に示す反復動解
析を用いて算出する． 
振動エネルギー低減のための構造変更手段として，減衰材の貼付を想定する．構造
物のある 1 要素，要素 i の要素減衰マトリクス Ci について，初期減衰の α 倍の減衰を
付加し (1+α)Ci へと変化させることを考える．このように要素 i に減衰付加した系に
おいて，式(2.23)で求まる振動エネルギーの周期平均を ?̅?𝑖 とする．このとき，付加前
からの変化量 
EEE ii   （3.61） 
は，要素 i への減衰付加による系全体の振動エネルギーの変化を意味する．これを全
要素に関して順次算出すると，各要素減衰の影響度を分布として求めることができる．
それは即ち，各位置に減衰を付加した際の振動エネルギー低減効果が予測されたこと
を意味し，減衰を付加する位置の判断に利用することができる．この手法を，本研究
では反復動解析とよび，この結果を，各位置に減衰付加することによる，振動低減効
果予測の真値として用いる． 
この手法は，誤差のない真の低減効果を予測できるが，要素の数だけ動解析を反復
して計算する必要があり，効率のよい方法とは言えない．そこで，計算負荷を抑えた，
より効率よく減衰付加位置を評価できる手法を検討する． 
(2) 散逸パワー分布，ひずみエネルギー分布と減衰付加位置 
振動を抑制できる効果的な減衰付加位置の判断として，単一モードが支配的となる
低周波数帯域における共振周波数では，初期状態で散逸パワーが大の箇所への，更な
る減衰付加が効果的と考えられる[3.2]．比例粘性減衰を仮定した場合には，ひずみエネ
ルギーが大の箇所と同義である． 
モード間の連成が生じるような中周波数帯域においてもこの判断法が成立するかど
うかについては，検証を行う必要があると考える． 
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(3) パワー流量と減衰付加位置 
減衰付加は，その箇所を流れるエネルギーを散逸させる効果があり，散逸によって
その先の伝播経路への流れは低減すると考えられる．したがって，進行するエネルギ
ー流れ（アクティブパワーフロー）に対しては，SI を用いてパワー流量を可視化し，
パワーの流入源である加振点近傍や，パワー流量が大きい箇所へ減衰付加することで，
系全体の振動を効果的に低減できると考えられる．このような手法の妥当性について
検討を行う． 
 
(4) 振動エネルギーの感度解析 
3.1 節で述べたように SI を用いる方法よりも汎用性は低下するが，設計変更手段を
減衰付加に限定して考える場合，効率的に減衰付加すべき位置を評価できる手法とし
て，振動エネルギーの減衰付加感度解析による方法が利用可能であると考える． 
図 3.11 に示す，有限要素でモデル化された任意の振動系において，要素減衰マトリ
クス Ciを有する要素 i に αCiの減衰を付加することを想定する． 
 
 
減衰付加後の振動系において，節点 a に加振力 Faが作用するときの，節点 a，任意
の節点 b および要素 i の変位応答をそれぞれ ua，ub，uiとおく．付加減衰により要素 i
に生じる抵抗力-αCi jωui を外力とみなすことにより，各変位は，減衰付加前のコンプ
ライアンスを用いて下記のように表現できる． 
 
 
 iiiiaiai
iibiabab
iiaiaaaa
j
j
j
uCGFGu
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uCGFGu
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
 
（3.62） 
 
ub 
Fa 
δCi = αCi 
Element i 
Structure 
Node a 
Node b 
図 3.11 振動エネルギーの減衰付加感度解析の概念図 
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ここで，G は，減衰付加前の，節点間もしくは節点と要素の間のコンプライアンス
行列である．これをマトリクス形式で記述すると下式となる． 
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（3.63） 
式(3.63)を設計変数 α で微分し，ubについて整理すると， 
  iiiiiiiibiiibib jjjjd
d
uCGCGICGuCG
u


1

 
（3.64） 
感度は，α = 0 における式(3.64)を求めればよい．このとき，式(3.63)より 
  aiai FGu 0  （3.65） 
であるので，式(3.64)は 
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（3.66） 
となる．式(3.66)が，変位の減衰付加感度の算出式である． 
さらに，この付加減衰が定常振動エネルギーの周期平均に及ぼす感度 S は，周期平
均エネルギーの算出式(2.21)～(2.23)を α で微分することにより，以下のように導くこ
とができる． 
UK SSS   （3.67） 
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ここで，SK，SU はそれぞれ付加減衰が運動エネルギー，歪エネルギーの周期平均に
及ぼす感度であり，du/dα は式(3.66)で求まる変位の減衰付加感度を全節点について並
べた列ベクトルである． 
以上より，既知である減衰付加前のコンプライアンスを用いて，式(3.67)～式(3.69)
により，振動エネルギーの減衰付加感度の算出が可能となった．減衰を付加する要素
i を全要素に適用することにより，感度分布を求めることができる． 
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(5) 選択モードによる感度解析 
感度解析を用いて，実際に設計を行う際においては，寄与の高い数個の限られたモ
ードのみの考慮で代用することができれば，検討をスリムにできる可能性があると考
える．そこで，先に提案した，選択モードによるエネルギー寄与度の考え方に基づき，
寄与の高い物から順に M 個のモードのみを採用して感度解析を行うことを検討する． 
選択したモードによるコンプライアンスと変位応答は，モードの重ね合わせが成り
立つため，次式のように M 個のモードの和として表すことができる．Gsと ξsはそれぞ
れ，寄与順位 s のモードのコンプライアンスと変位応答である． 

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（3.71） 
式(3.70)，(3.71)を式(3.66)~(3.69)に代入することによって求まる結果は，変位および
振動エネルギーに関する，選択したモードによる減衰付加感度を表すものであると考
える．これを利用して，選択したモードのみを考慮した，感度を用いた減衰付加位置
評価について検討する． 
  
― 第 3 章 振動エネルギーに関する特性把握法と減衰付加位置評価法 ― 
 
- 56 - 
 
3.3 共振点と非共振点に着目した動特性把握（はりを対象） 
本節ではまず，扱う現象を単純化したうえで，中周波数帯域および高減衰構造物に
対する，振動低減のための減衰付加すべき位置を評価することに着目し，現象の特徴
や，考慮すべき特性について検討する．現象の単純化のため，中周波数帯域そのもの
を対象とするのではなく，その特徴であるモード間の連成という現象に着目し，モー
ド形状が比較的単純で扱いやすい低周波数帯域においてモード間の連成が生じる非共
振点を対象に用いる．対象構造物としても，現象を理解しやすいよう，単純なはりを
用いる． 
はりの有限要素モデルを対象に，モード間の連成が生じる非共振点を，単一モード
が支配的である共振点と比較しながら，減衰付加位置を決定するうえで把握すべき特
性について検討を行う． 
 
3.3.1 解析に用いるはりモデル 
本節では，オイラー・ベルヌーイはり要素で有限要素分割された，図 3.12 に示す黄
銅製，矩形断面の両端自由はりを対象とする．外力は，左端から 0.4m 位置に，z 軸方
向に振幅 1N の調和加振力が作用するものとする．初期の材料減衰を剛性比例型の粘性
減衰で与え，減衰行列 C は次式から求める． 
KC   （3.72） 
比例係数は β = 0.0003 と設定する．高減衰状態を評価するため，黄銅よりも減衰を高
めに設定している． 
モデルは 101 節点，100 要素で構成される．節点は z 方向並進と y 軸回りの回転の 2
自由度を持つ．モデル全体としては 202 自由度である．全体の M，C，K マトリクス
は 202 行 202 列，要素の M，C，K マトリクスは 4 行 4 列となる． 
 
 
z 
y 
x 
1 m 
0.002 m 
0.05 m 
図 3.12 はりモデル 
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本モデルを対象に，共振点と非共振点の各々について，振動低減のために減衰付加
すべき位置を評価するうえで，必要となる特性について検討する．手順としては，反
復動解析の結果によって得られる，各位置への減衰付加による振動エネルギー低減効
果の予測を真値とし，種々の特性に基づき，同等の低減効果予測が可能であるかを検
証する．それにより，振動抑制のために把握すべき特性を明確化する． 
 
3.3.2 共振点の場合 
まず，単一モードが支配的となる共振点の場合について検討する．加振周波数を 3
次共振の 38.2Hz とする．定常応答の振動形を図 3.13 に示す．加振周波数が 3 次共振で
あるため，3 次の曲げモードが支配的である． 
 
 
(1) 反復動解析を用いた振動低減効果の予測（共振点） 
振動エネルギー低減のために減衰付加すべき位置を評価するため，2.4.3 項の 1 に示
した方法に基づき，実際に 1 要素ずつ減衰を 1%増加させる反復動解析を行い，式(3.61)
によりエネルギー変化を算出した結果を図 3.14 に示す．0.2m 付近，0.5m 付近，0.8m
付近に減衰を付加した場合に，定常振動エネルギーが効果的に低減できていることが
わかる．これを，各位置に減衰付加した際の振動低減効果予測の真値として用いる． 
このように導かれた減衰付加すべき位置の評価について，種々の特性に基づく付加
位置判断によって同等の結果が得られるかを検証する． 
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(2) 散逸パワー分布による方法の検証（共振点） 
散逸パワー分布による方法について検証を行う．散逸パワー分布は，アクティブ SI
から求める．そこでまず，アクティブ SI の算出を行う．SI の算出については，新たに
考案した前節の節点内力を用いて計算する方法を検証する．図 3.15 に，従来法である
変位の有限差分近似を用いる方法で算出したアクティブ SI を太線で，提案した内力法
で算出したアクティブ SI を細線で，それぞれ示す．同様に，リアクティブ SI を算出
した結果を図 3.16 に示す．横軸にはりの長手方向の位置，縦軸に SI の大きさ（アクテ
ィブ SI については，x 軸正方向の流れが正）を表している．不連続の 0.4m は加振位置
である．両手法で算出した SI が一致しており，したがって，内力法の妥当性が確認さ
れた．有限差分近似の方法は，SI を算出する節点の隣接節点の情報が差分に必要なた
め，はりの両端の点は算出が不可能であり，また，SI が不連続となる加振点について
は差分近似による誤差が生じる．内力法を用いると，そのような節点の SI も精確に算
出可能である．以降では，内力法で算出した SI の結果を採用する． 
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図 3.14 反復動解析による減衰付加位置評価（共振点） 
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アクティブ SI の負の傾きは，要素内でエネルギーが散逸していることの現れであり，
0.2m，0.5m，0.8m付近の傾きが急な箇所はエネルギーの散逸が大きいことを意味する．
式(2.36)に基づきアクティブ SI の差分から散逸パワー分布を算出すると，散逸の大小
を明確化できる．その結果が図 3.17 の細線であり，0.2m，0.5m，0.8m 位置で散逸が大
きいことがわかる．太線で示した直接法により算出した散逸パワー分布とも，結果が
一致している． 
 
 
ここで，散逸パワー分布を，モード解析の考え方に則り，モードごとに算出するこ
とについても検討する． 
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図 3.17 直接法と SI 法による散逸パワー分布の算出結果（共振点） 
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モード解析を用いると，構造物の振動変位を，式(2.11)のように固有モードの重ね合
わせとして表現することができる．式(2.11)と式(2.25)を用いると，次式のように，r 次
モードにおける散逸パワー分布が計算できる． 
   iririiririr jjD   C
*
,
2
1
  （3.73） 
このようなモードごとの散逸パワー分布についても，モード変位と同様に重ね合わ
せが成り立つと仮定すると，N 個のモードによる散逸パワー分布は次式により得られ
る． 
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C


  （3.74） 
このようにして散逸パワー分布を求める方法を，ここでは個別モード法とよぶ． 
個別モード法により，全モード採用して求めた散逸パワー分布を図 3.18 に太線で示
しているが，図 3.17 の分布と一致する結果が得られた．さらに，破線で示した 3 次モ
ード単体による散逸パワー分布が支配的となっていることがわかる． 
 
 
以上のように，共振点に関して，図 3.17 および図 3.18 のような散逸パワー分布が得
られた．この結果に基づき，前節で述べたように，はりには減衰が一様に分布してい
ることから，散逸パワーが大の箇所に減衰を付加し散逸を促進させることが，振動抑
制に有効と考えられる．また，散逸パワー分布とひずみエネルギー分布は比例関係に
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図 3.18 個別モード法による散逸パワー分布（共振点） 
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あることから，散逸パワー大の箇所というのは，振動形におけるひずみエネルギー大
の箇所，あるいは共振点であり単一モードが支配的であるため，固有モードのひずみ
エネルギー大の箇所と言い換えることもできる． 
散逸パワーが大きい箇所への減衰付加を考えると，得られた図 3.17，3.18 の散逸パ
ワー分布に対しては，0.2m，0.5m，0.8m 位置への減衰付加が振動抑制に有効と判断で
き，これは図 3.14 の反復動解析の結果と一致するものである．したがって，アクティ
ブ SI および直接法によって求まる散逸パワー分布や，個別モード法により求まる散逸
パワー分布に基づいて，効果的な減衰付加位置を判断できることが検証された．  
 
(3) エネルギー感度による方法の検証（共振点） 
次に，感度法について検証を行う．図 3.19 の上段は変位振幅の実部と虚部を表した
ものである．また，はり上の各位置に減衰を付加した際の，変位の感度分布を式(3.66)
によりそれぞれ算出し，減衰付加位置を縦軸にとって並べたものを中段のコンター図
に示し，それを全減衰付加位置について重ね描きしたものを下段に示す． 
まず，図 3.19 の上段の変位振幅をみると，(a)の実部よりも(b)の虚部が大きく支配的
であり，また中断の変位の減衰付加感度を見ても(b)が大きいことから，減衰付加の影
響は主に虚部に着目すればよいことがわかる．そこで(b)に着目すると，0.2m，0.5m，
0.8m への減衰付加は，変位が支配的な虚部振幅に対して，0m 位置が正，0.2m 位置が
負など，変位を抑制する向きの感度を有していることがわかる． 
さらに，この変位の感度分布に基づき，式(3.67)を用いて振動エネルギーの減衰付加
感度の分布を求めたものが図 3.20 である．0.2m，0.5m，0.8m で負の感度を有しており，
図 3.14 の反復動解析の結果と一致する，したがって，感度法により，これら位置への
減衰付加が振動抑制に効果的という判断が可能であることが検証できた． 
以上より，共振点の場合には，散逸パワー分布による方法と感度法のいずれによっ
ても，効果的な減衰付加位置の評価が可能であることがわかった． 
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3.3.3 非共振点の場合 
続いて，加振周波数を非共振点の 46Hz に変更し，効果的な減衰付加位置について同
様に評価する．定常応答の振動形と主要な固有モードを図 3.21 に示す．非共振点で加
振しているため，単一モードが支配的にはならず，3 次と 4 次の 2 つの曲げモードの
寄与が大きい．なお，加振点は共振点の場合と同様に，左端から 0.4m 位置の z 軸方向
に設定している． 
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図 3.19 変位の減衰付加感度分布（共振点） 
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(1) 反復動解析を用いた振動低減効果の予測（非共振点） 
共振点の場合と同様に，反復動解析により，各位置に減衰付加した際の，振動エネ
ルギー低減効果を予測した結果を図 3.22 に示す．46Hz においては，0.2m 付近と 0.4m
付近に減衰を付加した場合に，定常振動エネルギーが効果的に低減できていることが
わかる．この結果に対し，各方法の検証を行う． 
 
 
(2) 散逸パワー分布による方法の検証（非共振点） 
まず，散逸パワー分布による方法を検証するため，前章と同様に，振動インテンシ
ティの算出結果を図 3.23，図 3.24 に示す．ここでも確認のため有限近似差分による従
来法と，節点内力を用いる方法の 2 者を重ねて示すが，両者は一致しており，内力法
の妥当性が改めて検証された． 
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図 3.21 振動形（非共振点） 
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図 3.22 反復動解析による減衰付加位置評価（非共振点） 
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続いて，散逸パワー分布の算出結果を示す．図 3.25 は，インテンシティ法で求めた
散逸パワー分布を細線で，直接法で求めた散逸パワー分布を太線で示しているが，共
振点の場合と同様に両者が一致する結果となった． 
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図 3.25 直接法と SI 法による散逸パワー分布（非共振点） 
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図 3.23 アクティブ振動インテンシティ（非共振点） 
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図 3.24 リアクティブ振動インテンシティ（非共振点） 
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ここで，式(3.73)，(3.74)で示した個別モード法についても算出結果を示す．非共振点
のため寄与するモードが複数あり，主要な 3 次，4 次モードにおける散逸パワー分布
を図 3.26 に細線と破線で示す．太線は全モードを採用した場合の結果である．非共振
点においては，共振点の場合とは異なり，図 3.25 の散逸パワー分布とは一致しない結
果となった．したがって，非共振点においては，個別モード法では，アクティブ SI や
直接法から求まる散逸パワー分布と等しい結果は得られないことがわかった． 
 
 
次に，減衰付加位置判断の検証として，散逸パワー分布の算出結果を評価する．図
3.25 の散逸パワー分布を，図 3.22 の反復動解析の結果と比較すると，共振点の場合と
は異なり，散逸パワー大の箇所と効果的な減衰付加位置とは一致していない．つまり，
非共振点においては，散逸パワー分布からは減衰付加すべき位置を正しく導出できな
いことがわかった．なお，図 3.26 の個別モード法による散逸パワー分布についても，
反復同解析の結果と整合するものではない． 
 
(3) エネルギー感度による方法の検証（非共振点） 
次に，感度法について検証を行う．まず変位の減衰付加感度を共振点の場合と同様
に図 3.27 に示す．共振点の場合とは異なり，感度分布が振動形と相関のない分布とな
っており，かつ減衰付加位置によって感度分布の形自体が変化するため，この結果の
みから振動エネルギー変化を推測するのは難しい． 
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図 3.26 個別モード法における散逸パワーの分布（非共振点） 
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しかし，式(3.67)を用いて振動エネルギーの減衰付加感度を算出すると，図 3.28 のよ
うな感度分布が得られる．0.2m 位置と 0.4m 位置に大きな負の減衰付加感度が存在す
るという，図 3.22 の反復動解析と同等の結果が得られ，感度法の妥当性が検証できた． 
以上より，感度法は，非共振点においても，効果的な減衰付加位置を効率的に導け
る手法であることがわかった． 
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図 3.27 個別モード法における散逸パワーの分布（非共振点） 
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図 3.28 振動エネルギーの減衰付加感度解析の結果（非共振点） 
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3.3.4 個別モード法で求まる散逸パワー分布に関する考察 
ここで，直接法およびインテンシティ法で求めた散逸パワー分布と，個別モード法
で求めた散逸パワー分布が一致しない理由について考察する． 
散逸パワーの分布ではなく，系全体に関する散逸パワー総量であれば，比例粘性減
衰系においては，r 次と s 次 ( r ≠ s ) の固有モードの一般直交性 
0s
T
r  C  （3.75） 
が成立するため，散逸パワーの算出を 
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のようにモード毎に行うことができる． 
しかし，単一要素 i では一般直交性が成立せず 
0isi
T
ir  C  （3.77） 
であるため， 
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のように，モード毎に算出した各要素の散逸パワーを全モード積算しても，直接法に
おける要素毎の散逸パワーとは一致しない．したがって，散逸パワーの分布に不一致
が生じるのである．式(3.78)を正しく計算すると，異なるモード間での積が生じるため，
モードごとの散逸パワー分布を定義することはできない． 
なお，式(3.76)に示したように，モードごとに全要素の散逸パワーを合計したものは
モード毎の散逸パワー量を表すと考えられ，さらに全モードを合計した全体散逸パワ
ー量としては，直接法と一致することを，はりモデルの非共振点において確認してい
る． 
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一方，共振点の場合には，単一モード（今回は 3 次）が支配的であるため，個別モ
ード法を用いても，実際の振動形に類似の 3 次モードにおける散逸パワー分布が支配
的となるため，直接法の結果に類似の分布を得ることができたということになる． 
以上の理由から，非共振点における散逸パワー分布は，直接法およびインテンシテ
ィ法で得られた結果が妥当であり，個別モード法による，全モードあるいは主要なモ
ードに基づく散逸パワー分布の算出は不可能であることがわかった． 
 
3.3.5 非共振点で散逸パワーと減衰付加感度が相関しない理由の考察 
ここで，非共振点において散逸パワー分布による方法が成立しなかった理由につい
て，考察を加える．図 3.29 の実線は，非共振点について，反復動解析と同様の手順に
より，1 要素ずつ順に減衰付加した際の，系全体の散逸パワーの増加量をプロットし
たものである．結果が図 3.25 の直接法による散逸パワー分布と同様の分布になってい
ることから，0.55m，0.8m などの散逸大の箇所への減衰付加によって，系全体のエネ
ルギー散逸は確かに促進されていることが確認できる．ここで，後述の式(3.80)を用い
ると，加振力による入力パワーが算出できる．図 3.29 の破線は，減衰付加時の入力パ
ワーの増加量について，散逸パワー増加量と同様にプロットしたものである．実線と
破線が重なっており，定常振動であるために，散逸パワーが増えた分だけ，同時に入
力パワーも増えていることを意味している．つまり，散逸パワーの増加に応じて，必
ずしも定常振動エネルギーが抑制されるわけではないことになる．尚，入力パワーの
増加は，加振点モビリティの増加によるものである． 
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図 3.29 散逸パワーの変化と入力パワーの変化（非共振点） 
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これを踏まえ，減衰付加と振動エネルギー変化の関係を整理する．節点 n に振幅 Fn
の並進調和加振力が作用したとき，定常振動応答を複素振幅 u とし，節点 n の並進変
位の複素振幅を 
  sincos jweww n
j
nn 

 （3.79） 
とする．ただし ψ ( ψ≧0 ) は，加振力に対する変位の位相遅れを表す．| | は複素数の
大きさを表す．このとき，入力パワーの周期平均 P̅ は次式で表現できる[3.3]． 
 *Re
2
1
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定常振動であることから，入力パワーは系全体の散逸パワー 
Cuu*
2
2
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D
 
（3.81） 
と等しいため，式(3.80)，(3.81)より次のようなエネルギーの釣り合いが成り立つ． 
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（3.82） 
ここで，共振点においては，単一モードが支配的であることから，図 3.19 からもわ
かるとおり，減衰を付加しても振動形は相似形のまま，振幅が一様に変化（減少）す
る．そこで，減衰付加後の振動形を γu，減衰マトリクスを C´とおき，共振点であるこ
とから sinψ=1を用いると，減衰付加後のエネルギーの釣り合い式は次のように表せる． 
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（3.83） 
つまり，振動エネルギー最小すなわち γ が最小となるのは，式(3.83)の右辺が最大と
なるような減衰付加 C´を行ったときである．これは，減衰付加前に散逸パワーが大き
かった要素で更に散逸を促進することで達成できる．したがって，共振点においては，
散逸パワー大の箇所への減衰付加が振動エネルギー抑制に効果的となる． 
一方で，非共振点においては，減衰付加位置に依存して，入力と変位の位相差 ψ が
変化すること，および図 3.27 からわかるとおり振動形 u が相似の変化には留まらない
ことから，式(3.83)のように表現することができない．これが，非共振点では散逸パワ
ー分布から減衰付加位置を判断できない理由であると考える．  
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3.3.6 得られた知見 
本節では，扱う現象を単純化したうえで，効果的に振動を低減できる，減衰付加す
べき位置を判断することに着目し，現象の特徴や，考慮すべき特性について検討した． 
減衰付加位置の評価の方法として，散逸パワー分布に基づき散逸大の箇所への更な
る減衰付加が効果的と仮定した方法と，振動エネルギーの減衰付加感度解析による方
法を検討した．単一モードが支配的となる共振点の場合は，両方法とも有効であった．
一方，複数モードが寄与し連成する非共振点の場合は，散逸パワー分布による方法は
有効ではないことがわかった．減衰付加により，振動形が変化するためである．さら
に，モード毎の散逸パワー分布の重ね合わせという考え方も，成立しないことが確認
された． 
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3.4 共振点における減衰の違いに着目した動特性把握（平板を対象） 
本節では，調和加振を受ける平板を対象として，はじめに，振動エネルギーの流れ
状態の評価を行い，提案したパワーフローのアクティブ率の妥当性を検証する．次に，
低振動・低騒音化設計に向けて，特定した系のエネルギー流れ状態に応じた，振動エ
ネルギー低減のための効果的な減衰付加位置の決定法を検討する．検討の方針として
は，ある程度広い領域への減衰付加を想定して平板全体のパワーフローを大きく捉え
判断する方法と，要素レベルで詳細に減衰付加効果を評価する方法の 2 通りを行う． 
 
3.4.1 対象とする平板モデルと解析条件 
解析の対象物について説明する．図 3.30 に示す鋼製，周辺固定の均質な長方形平板
を対象とし，一様な材料減衰を C = βK で表される剛性比例のレイリー減衰で与える．
比例定数 β を変化させることで，所望の減衰レベルを再現する．外力は，図の ● で
示す点に，面直方向に振幅 1N の調和加振力が作用するものとする． 
モデルは 403 節点，360 の正方形要素で構成される．節点は z 方向並進，x 軸まわり
回転と y 軸まわり回転の 3 自由度を持つ．外周上の 84 節点は拘束されるため，モデル
全体の自由度は 319×3=957 である．全体の M，C，K マトリクスは 957 行 957 列と
なり，要素の M，C，K マトリクスは 12 行 12 列となる． 
 
 
3.4.2 内力法を用いた振動インテンシティ算出の妥当性検証 
考案した節点内力を用いて SI を算出する方法の妥当性を検証するため，従来法であ
る有限差分近似を用いた 12 点法による算出結果との比較を行う． 
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図 3.30 平板モデル 
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例として，減衰の比例定数 β=3.8×10-5，加振周波数を 5 次共振の 516.5Hz とした場
合の SI ベクトルの算出結果について，従来法（12 点法）による結果を図 3.31 に，考
案法（内力法）による結果を図 3.32 に，それぞれ示す．アクティブ SI，リアクティブ
SI ともに，両方法の結果が一致している．加振点近傍において SI ベクトルの向きに差
異があるように見えるが，これは，従来法と内力法で SI 算出点の位置が半要素分ずれ
ていることによる，見かけ上のものであり，本質的な差異ではない． 
このように，考案した内力法の妥当性が検証されたことから，平板においても，SI
の算出方法として内力法を提案し，以降の検討における SI 算出に用いる． 
 
 
 
3.4.3 パワーフローのアクティブ率の妥当性検証 
平板の調和振動において，減衰が小さい場合には，平板全体にわたって一様に（加
振点からの遠近の影響がなく）固有モードが励振される系であり，減衰によるエネル
ギー散逸が少ないためエネルギーの流れが少なく，アクティブ率は小さくなると推測
される．一方，減衰が大きい場合には，振動振幅が距離と共に減衰する挙動を示し，
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加振点から流入し減衰で散逸するエネルギー流れが多く，アクティブ率が大きくなる
と推測される．平板モデルにおいて，5 次共振周波数を対象に，材料減衰を変化させ
た場合の，モード減衰比とアクティブ率の関係を図 3.33 に示す． 
 
図 3.33 のように，減衰小でアクティブ率が小，減衰大でアクティブ率が大となる結
果が得られた．したがって，アクティブ率を用いたエネルギー流れの評価は，妥当で
あると考える． 
 
3.4.4 中周波数帯域の特性の整理 
次に，中周波の特性について整理する．図 3.34 は，2000Hz 以下に存在する全モード
についてモード減衰比を等しく，ζr = 1%とした場合の，各共振の周波数とアクティブ
率を求め，プロットしたものである．周波数が上昇するほど，AR が大きくなっており，
エネルギーの状態が定在から流れる挙動に遷移していくことがわかる． 
さらに，同じ条件において，固有周波数と，単一モードによるエネルギー寄与率 ECR1 
との関係を図 3.35 に示す．ここで ECR1は，選択モードによるエネルギー寄与率 ECRM 
において，モード個数 M = 1 としたもので，共振点においてそこでの固有モードがど
れだけのエネルギー成分を占めているかを表す値である．固有モードによる 1 自由度
系と見なせれば ECR1 = 1 となり，他のモードとのカップリングの影響が大きくなると 
ECR1 は小さくなる． 
 
図 3.33 モード減衰比とアクティブ率の関係 
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図 3.35 のように，500Hz 以下ではほぼ ECR1 = 1 となっているが，周波数が上昇す
るほど ECR1 が低下する傾向にあり，他モードとの連成の影響が強くなることが確認
できる．低周波は単一モードによる 1 自由度系と見なせるため，変位ゼロとなる位相
で内力ゼロかつ速度最大，また変位最大となる位相で内力最大かつ速度ゼロ，という
ように内力と速度の位相差が π/2 であるためアクティブなエネルギー流れがない．一
方，中周波になると共振点であっても複数モードが寄与し連成するために，内力と速
度の位相差が π/2 からずれてくるため，エネルギーの流れが生じてきていると考えら
れる． 
なお，周波数が上昇するほど他モードとカップリングしやすくなる理由は，モード
が密になる事や，固有値が高いモードほど，共振峰の鋭さが緩和された鈍いピークを
図 3.34 共振周波数とアクティブ率の関係 
A
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図 3.35 共振周波数と，単一モードによるエネルギー寄与率の関係 
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形成する事により，共振点においても他モードの寄与が高まるためと考えられる．モ
ード減衰比が周波数によらず一定という条件下においても，周波数が上昇するほど共
振峰が鈍くなる理由は，コンプライアンスの式(2.13)における (ω/ωr) の項が周波数比
となっているためである． 
また，図 3.34 および図 3.35 において，値の分布が直線や曲線に乗らずバラツキの大
きいものになっている理由は，次のように推測する．各値は各共振点について AR や
ECR1 を算出したものであるが，共振点によって，近接する他の共振との周波数間隔は
様々に異なる．その影響によって，AR や ECR1 は，0Hz から 2000Hz にかけての大き
なトレンドの他に，共振点ごとに，個々に値の変動が生じているものと推測する． 
以上より，中周波においてエネルギーの流れが生じている現象は，共振峰の鈍さに
よるものであり，しがたって，減衰大の挙動と共通性があるものと考える． 
これを踏まえ，以降では，高減衰構造物という意味だけでなく，中周波数帯域の代
用という意味も含めて，低次モードにおける高減衰の状態に着目し，振動特性の把握
を行う．さらに，把握できた特性に基づき，低振動低騒音化設計を目指した減衰付加
位置評価法について検討を行う． 
 
3.4.5 減衰が小さくアクティブ率が小さい場合 
 
(1) 動特性の把握 
前項の結果に基づくと，減衰が小さく，AR が小さい場合は，定在する振動が支配的
であり，単一モードによるエネルギー寄与率が高く，固有モードによる 1 自由度系と
して扱える状態と推測される．5 次共振周波数において，モード減衰比 ζr = 0.16% と
設定した減衰小の条件における振動形を図 3.36 に，SI の算出結果を図 3.37 にそれぞれ
示す．図 3.37 において，矢印は各位置における SI ベクトルを表し，カラーコンターは
SI ベクトルの大きさを表している．●印は加振点である．アクティブ率を算出すると
AR = 0.13 と小さい値である．図 3.37 より，パワーフローはリアクティブ成分が支配的
であり，エネルギー流れが定在している状態であることが確認できる．また，図 3.37(a)
のアクティブ SI ベクトルを見やすく示したものが図 3.38 であるが，エネルギーが加振
点から流入し，平板全体へ流れながら散逸していく様子が可視化されている． 
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図 3.37 SI の算出結果（AR が小の場合） 
図 3.38 アクティブ SI のベクトル図（AR が小の場合） 
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選択モードによるエネルギー寄与率 ECRM を図 3.39 に示す．横軸が選択するモード
数 M である．単一モードのみの選択で ECR1≒1 となっており，固有モードによる 1
自由度系とみなせる振動状態となっていることが確認できる． 
 
 
さらに，パワー流量を定量的に把握しやすいよう，平板の長手方向である x 方向の
パワーフローのみに着目し，x = 一定 の各断面内で SI の x 成分を総和することで，
x 方向のパワーフローを求めた結果を図 3.40 に示す．横軸が平板の x 方向位置を表し
ており，加振点は x = 0.08 m 位置である．縦軸は各位置におけるパワーの流量であり，
その正負は向きを意味する．アクティブ成分を見ると，加振点において外力からパワ
ーが流入し，それが特に右側（x 軸の正方向）に向かって，各位置で減衰による散逸
を伴いながら伝播していき，右端でゼロとなっている様子が確認できる．ただし AR 小
のため，流量としてはリアクティブ成分のほうが大きい． 
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図 3.39 選択モードによるエネルギー寄与率（AR が小の場合） 
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図 3.40 x 方向パワーフロー（AR が小の場合） 
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(2) 振動低減のための減衰付加位置の決定法 
動特性を把握した結果に基づき，低振動化を目指し，周期平均振動エネルギーを効
果的に低減できる，減衰付加すべき位置を検討する．減衰付加は，該当する位置の要
素減衰マトリクスを増加させることで表現する．検討方針としては，まず，はりモデ
ルでも行った，散逸パワー分布に基づいて減衰付加位置を評価する方法と，感度解析
に基づき付加位置を評価する方法について，有効性を確認する．次に，パワー流量に
基づき減衰付加位置を評価する方法について検討を行う．  
まず，はりモデルの共振点の場合に有効であった，散逸パワー分布を減衰付加位置
評価に利用する方法と，振動エネルギーの減衰付加感度によって減衰付加位置を直接
評価する方法について，改めて有効性を確認する．図 3.39 からわかるように単一モー
ドが支配的であることから，いずれの方法も有効であると推測される． 
図 3.41 は，各位置に減衰付加した際の振動低減効果予測の真値を算出するため，反
復動解析を行った結果であり，青色の箇所への減衰付加が振動抑制に効果的であるこ
とを示している．矢印は最も効果の高い付加位置である． 
 
 
図 3.42 には散逸パワー分布の算出結果を示す．散逸パワー大の箇所が，振動抑制に
有効な箇所となるため，図 3.41 の反復動解析の結果とは正負が反転しているが，両者
の分布が一致しており，矢印で示した効果最大の位置も一致している．したがって，
散逸パワー分布に基づく減衰付加位置評価が可能であることが確認された． 
図 3.41 反復動解析による減衰付加位置評価（AR が小の場合） 
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矢印は最も効果の高い付加位置 
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続いて図 3.43 には，振動エネルギーの減衰付加感度解析の結果を示す．感度につい
ても，図 3.41 の反復動解析の結果と分布が一致しており，減衰付加位置評価を正しく
行えることが確認できた． 
 
 
以上より，パワーフローのアクティブ率 AR が小さい場合には，単一モードが支配
的であるため，散逸パワー大の箇所や固有モードのひずみエネルギー大の箇所への減
衰付加により，効果的に低振動化でき，また振動エネルギーの感度解析からも減衰付
加すべき位置を判断できることを示した． 
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図 3.42 散逸パワー分布（AR が小の場合） 
矢印は散逸パワーが最大の位置 
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図 3.43 振動エネルギーの減衰付加感度分布（AR が小の場合） 
矢印は感度の大きさが最大の位置 
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次に，SI を利用し，パワー流量の評価により減衰付加すべき位置を判断する方法に
ついて有効性を検討する．  
図 3.40 に示した x 方向パワーフローの算出結果を見ると，前述のとおり，アクティ
ブ成分において，加振点において外力からパワーが流入し，それが特に右側（x 軸の
正方向）に向かって，各位置で減衰による散逸を伴いながら伝播していき，右端でゼ
ロとなっている様子が確認できる．したがって，アクティブ成分のみを考慮すると，
パワー流入源であり流量も最大である加振点近傍に減衰付加することで，パワーを平
板への流入後に速やかに散逸し，平板全体への伝播量を低減でき，振動を効果的に抑
制できるものと考えられる． 
しかしながら，今対象としている振動系は，AR が小さく，エネルギー流れが定在す
るリアクティブな成分が支配的である．パワーフローを見てもリアクティブ成分が大
きい．このような状態においては，アクティブなパワー流量の評価に基づく減衰付加
では，振動低減効果が見込めないことが推測される． 
AR が小さい場合に，このようなアクティブなパワー流量の制御による振動低減が，
推測どおり効果的ではないかどうか，確認を行う．図 3.44 のように，平板上で左右対
称となるような，加振点から近い領域 L と遠い領域 R とにそれぞれ減衰を実際に付
加し，パワーフローの変化と，振動エネルギーの変化を観察する．減衰付加は，要素
減衰を 2 倍に高めることで行う． 
 
 
図 3.45 に，初期状態，および領域 L，R のそれぞれに減衰を付加した場合の x 方
向パワーフローを示す．また，この各条件における，x 方向パワーフローの平板全体
の総和と，周期平均振動エネルギーについて，初期状態からの低減量を表 3.1 に示す． 
   
x [m] 
Area 
“L” 
Area 
“R” 
Excitation point 
0 0.12 0.26 0.34 0.48 0.6 
図 3.44 減衰付加領域の候補 
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まず振動低減の効果を表 3.1 の最右列で確認すると，加振点近傍の L 領域，加振点
から遠い R 領域のいずれに付加した場合でも，同等の効果が得られている．したがっ
て，推測のとおり，AR 小においては，アクティブなパワー流量の制御による振動低減
は効果的でないと言える． 
(a) Active power flow 
(b) Reactive power flow 
L R 
L R 
図 3.45 減衰付加によるパワーフローの変化（AR が小の場合） 
Addition to "R"
Addition to "L"
15.64%
19.83%
Reduction of
vibration energy
Reduction of
reactive power flow
Reduction of
active power flow
31.96%
31.96%
31.96%
31.96%
表 3.1 減衰付加による振動エネルギーの変化（AR が小の場合） 
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その理由を詳細に観察する．図 3.45(a) のアクティブなパワーフローにおいては，L
領域への減衰付加によって，確かに L 領域では減衰によってエネルギー散逸が促進さ
れるためにパワーフローは急激に流量が低減し，負の傾きが大きくなっており，その
効果として L 領域より右側の領域では全体的にパワー流量が低減する効果が得られて
いる．一方の R 領域への減衰付加では，流れの下流である R 領域で負の傾きが大きく
なるため，平板全体におけるパワー流量低減の効果は小さい．したがって，表 3.1 に
あるとおり，平板全体のアクティブパワーフロー総量としては，L 領域への減衰付加
により効果的な低減効果が得られている． 
しかし，今の振動系は，AR が 0.13 と小さく，リアクティブが支配的な状態にある．
したがって，アクティブ成分を抑制できても，振動低減には繋がっていないのである．
リアクティブなパワーフローに着目すると，初期状態において，図 3.40(b) のように左
右対称の分布になっている．そのため，左右対称に設定した L 領域，R 領域のいずれ
に減衰を付加しても，リアクティブパワーフロー総量の低減効果は，図 3.45(b)や表 3.1
のように同等の効果となり，したがって振動低減効果としても同等であったと理解で
きる． 
以上より，AR が小さい場合には，アクティブなパワー流量の評価からは，効果的な
減衰付加位置は判断できないことが確認された．なお，リアクティブなパワー流量を
抑制することができれば，効果的な振動抑制に繋がると考える． 
 
3.4.6 減衰が大きくアクティブ率が大きい場合 
次に，減衰を大きく設定した，ζr = 6.1% の場合について検討する．前項と同様に 5
次共振周波数を対象とするが，減衰を大きく設定したことにより，中周波の特性も再
現していると考える．減衰が大きく，AR が大きい場合には，振動エネルギーの一方向
流れが支配的であり，単一モードによるエネルギー寄与率が低く，モード間が互いに
独立した 1 自由度系とは言えず，モード間の連成が発生していると推測する． 
 
(1) 動特性の把握 
振動形を図 3.46 に，SI の算出結果を図 3.47 にそれぞれ示す．アクティブ率は AR = 
0.83 と，大きな値を示している．アクティブ成分が支配的であり，加振点から流入し
て減衰で散逸するエネルギー流れが寄与高い状態と考えられる． 
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選択モードによるエネルギー寄与率 ECRM を図 3.48 に示す．単一モードのみでは
ECRM = 0.53 と低く，他モードとのカップリングが生じていることがわかる．寄与 3
位までのモードを採用すれば，およそ 8 割のエネルギーを表現可能である． 
x 
y 
z 
図 3.46 振動形（AR が大の場合） 
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図 3.47 SI の算出結果（AR が大の場合） 
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さらに，パワー流量の定量的な把握として， x 方向のパワーフローを求めた結果を
図 3.49 に示す．アクティブ成分を見ると，加振点において外力からパワーが流入し，
それが特に右側に向かって，各位置で減衰による散逸を伴いながら伝播していく様子
が確認できる．前項の AR が小の場合とは異なり，流量としてはアクティブ成分がリ
アクティブ成分を上回っている． 
 
 
(2) 振動低減のための減衰付加位置の決定法 
AR が小の場合に行ったのと同様に，振動エネルギー低減のための減衰付加位置の評
価について検討する． 
まず，散逸パワー分布を利用して減衰付加位置を評価する方法と，感度解析を利用
する方法について検討する． 
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図 3.48 選択モードによるエネルギー寄与率（AR が大の場合） 
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図 3.49 x 方向パワーフロー（AR が大の場合） 
(a) Active power flow (b) Reactive power flow 
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図 3.50 は，反復動解析によって，各位置に減衰付加した際の振動低減効果予測の真
値を算出した結果であり，青色の箇所への減衰付加が振動抑制に効果的であることを
示している．矢印は最も効果の高い付加位置である． 
 
 
散逸パワー分布を図 3.51 に示す．前項の AR が小さい場合とは異なり，アクティブ
率 AR が大きい場合は，反復動解析の結果とは分布が一致しておらず，散逸パワーあ
るいはひずみエネルギーの分布からは，振動低減に効果的な減衰付加位置を判断でき
ないことがわかる．これは，エネルギー寄与率に現れているように複数のモードが寄
与しているために，前述のはりの非共振点の場合と同様，減衰付加によって振動形が
変化するためと考えられる．したがって，AR が大きい場合には，散逸パワー分布を利
用した減衰付加位置評価は有効ではない． 
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図 3.51 散逸パワー分布（AR が大の場合） 
矢印は散逸パワー最大の位置 
図 3.50 反復動解析による減衰付加位置評価（AR が大の場合） 
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矢印は最も効果の高い付加位置 
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振動エネルギーの減衰付加感度を図 3.52 に示す．感度解析を用いると，AR が大き
く複数モードが寄与する場合であっても，減衰付加すべき位置を正しく判断可能であ
ることが確認できる．つまり，感度解析は AR の大小に関わらず有効な減衰付加位置
の評価法である． 
 
 
さらに，このような振動状態に対する減衰付加位置の判断手法として，エネルギー
寄与率 ECRM に基づき特定した寄与モードのみを選択し，式(3.66)~(3.71)に示した選
択モードによる減衰付加感度解析を行う方法を用い，その妥当性を検証する． 
図 3.53 に，選択モード数 M を 1 から 4 まで変化させた際の，感度解析の結果を示
す．R2 値は，図 3.52 に示した直接法による感度分布（真値）と，選択モードによる感
度分布との相関係数である．モード数が多いほど，実際の感度分布との相関が高まる
ことが確認できる．例えば，エネルギー寄与率でほぼ 8 割となる 3 モードを選択した
場合，感度分布としても相関係数 R2 = 0.85 と高い相関を示す結果が得られる．以上よ
り，アクティブ率 AR が大きい場合において，寄与の高い選択モードのみを採用した
減衰付加感度解析が振動低減に有効であることについて，その妥当性が検証された． 
なお，感度の算出のみが目的であれば，全モードを考慮できる，直接法による感度
解析を行えばよい．選択モードによる感度解析は，具体的な設計を検討する際に，少
数のモードに絞ってシンプルな検討ができるという利点があると考える． 
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図 3.52 振動エネルギーの減衰付加感度分布（AR が大の場合） 
矢印は感度の大きさが最大の位置 
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次に，パワー流量に基づき減衰付加位置を判断する方法について検討を行う．図 3.49
に示した x 方向パワーフローを見ると，加振点において外力からパワーが流入し，そ
れが特に右側に向かって，各位置で減衰による散逸を伴いながら伝播していく様子が
確認できる．したがって，パワー流入源であり流量も最大である加振点近傍に減衰付
加することで，パワーを平板への流入後に速やかに散逸し，平板全体への伝播量を低
減でき，振動を効果的に抑制できるものと考えられる．前項の AR 小の場合には，リ
アクティブ成分が支配的であったため，このようなアクティブ成分に対する制御を行
っても，振動を低減できなかった．しかし，今回は AR が 0.83 と大きく，アクティブ
成分の寄与が高いため，アクティブ成分の効果的な抑制が，効果的な振動低減に繋が
ることが見込まれる． 
アクティブ成分の効果的な抑制による振動低減効果について確認するため，前項と
同様に，領域 L，R にそれぞれ減衰を付加した場合の，x 方向のパワーフローを図 3.54
に，平板全体のパワーフロー変化と振動エネルギー変化を表 3.2 にそれぞれ示す． 
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図 3.53 選択モードによる減衰付加感度解析（AR が大の場合） 
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まず表 3.2 の最右列，平板全体の振動エネルギー低減の効果を見ると，見込みのとお
り，パワー流入源である加振点近傍かつ流量が多い領域 L への減衰付加によって，効
果的に振動が低減できていることが確認できる．パワーフローの変化を詳細に見ると，
領域 L に減衰付加した場合には，図 3.54(a)のアクティブ成分において，パワーが平板
(a) Active power flow 
(b) Reactive power flow 
L R 
図 3.54 減衰付加によるパワーフローの変化（AR が大の場合） 
L R 
8.66% 13.79% 14.66%
Reduction of
active power flow
Reduction of
reactive power flow
Reduction of
vibration energy
Addition to "L" 24.22% 29.78% 30.07%
Addition to "R"
表 3.2 減衰付加による振動エネルギーの変化（AR が大の場合） 
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へ流入後，領域 L での減衰による散逸によって速やかに流量低下するため，平板全体
としての流用を効果的に低減できていることが確認でき，これが振動低減に繋がった
ものと考えられる．したがって，AR が大きい振動状態においては，加振点近傍かつ流
量が多い箇所への減衰付加により，パワーフローを流入後速やかに抑制することが振
動低減に効果的と考えられる． 
なお，リアクティブ成分についても，初期状態において加振点近傍が流量大である
ことから，領域 L への減衰付加によって流量低減の効果が表れていることが見受けら
れる． 
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3.4.7 得られた知見 
本節では，中周波・高減衰の振動状態が，低次の共振点において減衰を大きくした
場合で代用できると考え，平板の共振点における減衰の違いに着目して検討を行った．
パワーフローに着目した振動特性の把握法を提案し，把握した振動特性に応じた効果
的な減衰付加位置判断法について検討を行った． 
アクティブ SI は振動エネルギーが流れる成分を，リアクティブ SI は定在する成分を
意味する．パワーフローのアクティブ率 AR を用いて，定在する成分が支配的か，一
方向に流れる成分が支配的かを判断できる．また，選択モードによるエネルギー寄与
率 ECRM を求めることで，複数モードが寄与している度合についても定量的に把握で
きる． 
AR が小さく，定在する成分が支配的な状態は，単一モードによる 1 自由度系と見な
せる．したがって，散逸パワー分布や固有モードのひずみエネルギー分布により効果
的な減衰付加位置を判断できる．振動エネルギーの減衰付加感度の算出も，減衰付加
位置判断に有効な手法である．パワー流量を利用した減衰付加位置の評価については，
アクティブなパワーフローを抑制しても振動低減には繋がらない．リアクティブ SI を
抑制できる減衰付加を行えば振動低減が可能である． 
AR が大きく，一方向に流れる成分が支配的な状態は，複数モードが寄与し，モード
間の連成が生じている．そのため，散逸パワーやひずみエネルギーの分布からは減衰
付加位置を判断できない．感度解析はこの場合においても有効な減衰付加位置判断法
である．モード寄与率 ECRM に基づき，考慮すべきモード数を決定し，選択モードを
用いた感度解析によっても，効果的な減衰付加位置を判断可能である．パワー流量を
利用した減衰付加位置評価としては，アクティブ SI の流量が多い加振点近傍へ減衰付
加し，流入後速やかにパワーフローを散逸させ抑制することが，振動低減に有効であ
る．  
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3.5  まとめ 
本章では，中周波数帯域や高減衰構造物の特徴である複数モード寄与の状態に着目
し，振動エネルギーに関する特性把握法と減衰付加位置評価法について，検討を行っ
た．得られた成果をまとめると下図のようになる． 
 
 
SI を利用した特性把握法としては，まず，簡便な SI 算出法として，内力法による SI
算出を提案した．この SI を利用して，エネルギーが流れているか定在しているかを表
す指標として，パワーフローのアクティブ率を提案した．これは，流れ/定在の特性を
定量化できる効果があり，同じく提案した選択モードによるエネルギー寄与率と合わ
せると，エネルギー定在は単一モード寄与に対応し，エネルギーが進行する状態は複
数モード寄与に対応することも明確にした．さらにこの指標を用いることで，振動低
減のために抑制すべき流れ成分を判断することも可能となる． 
具体的に減衰付加位置評価に繋がる特性としては，アクティブ率が小さい系におい
ては，散逸パワー分布の特性が重要であり，散逸大の箇所が減衰付加すべき位置と判
図 3.55 特性把握と減衰付加位置評価に関するまとめ 
SIを利用
感度を利用
特性把握法 効果
内力法によるSI算出法
アクティブ率AR
（流れ/定在の特性）
・流れ/定在の特性を表現
・抑制すべき流れを判断
アクティブ率大 ：
（複数モード寄与，振動形が変わる）
アクティブ率小 ：
（固有モード支配，振動形不変）
散逸パワー分布
・散逸大の箇所が付加すべき位置
（モードを抑制する）
・流量大，流入源が付加すべき位置
（流れ方を制御する）パワー流量
減衰付加の感度分布 ・感度大が付加すべき位置
選択モードによる感度分布
（エネルギー寄与率ECRMに基づく）
・寄与大モードのみから付加位置
選択モードによるエネルギー寄与率ECRM
モードごとの
エネルギーを利用 ・複数モードの寄与状態を明確化
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断できる．これは，エネルギーが定在する系において，モードを抑制する，という対
策を行っていると考えることができる．一方，アクティブ率が大きい系においては，
アクティブなパワー流量の特性が重要であり，流量大あるいは流入源が減衰付加すべ
き位置と判断できる．これは，エネルギーが進行する系において，エネルギーの流れ
方を制御する，という対策を行っていると考えることができる． 
また，感度解析を利用した方法として，振動エネルギーの減衰付加による感度特性
を提案し，感度特性が減衰付加位置を表すことを確認した．併せて，選択モードによ
るモード寄与率に基づき，寄与の高いモードのみを考慮した感度解析も可能であるこ
とを示した． 
減衰付加による振動低減という事のみを目的とするのであれば，感度解析は，アク
ティブ率の大小に関わらず減衰付加位置を判断できる有効な手法である．ただし，実
際の設計においては，設計変更手段としては他にも剛性分布の変更，質量分布の変更，
形状の変更など，状況に応じて最適な手段を選択すべきものである．感度法は減衰付
加に対する解しか導くことができないものであるが，パワー流量を利用する方法は，
理想のパワー流量の状態を達成できさえすれば，それを達成するための手段は減衰付
加に限らず，様々な手段から選択できる可能性を秘めたものであり，感度解析よりも，
より汎用性の高い方法であると考えている． 
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4.1 はじめに 
前章では，理論およびシミュレーションの観点で，中周波数帯域や高減衰構造物に
おいて，振動低減に繋がる振動特性の把握法，およびそれに基づく減衰付加位置の評
価法について提案を行った．ただし，このような解析を実施するためには，精度の高
い解析モデル（FEM モデル）を構築することが不可欠である．そこで本章では，解析
モデルの精度向上に必要となる実験計測法について検討を行う． 
実験計測法として，本研究では，中周波数帯域や高減衰構造物に対応できる実験モ
ード解析法を提案することを目的とする．実験モード解析により高精度にモード特性
同定を行うことで，解析モデルの精度向上に活用できると考えている． 
高精度な実験計測を行うためには，対象物の特徴に合わせた手法を構築することが
有効と考える．本研究では，自動車用タイヤを想定した，円筒シェル構造物を対象に
用いる．円筒シェルの振動モードの周方向形状は，フーリエ級数を基底関数に用いて
表現できる．そこで，計測した周波数応答関数(FRF)を周方向の空間フーリエ級数に変
換すると，FRF に含まれる固有モードが周方向次数ごとに分離される．この変換によ
り，モード密度が低下してモード特性同定におけるカーブフィットの難易度が改善さ
れると共に，周方向次数を適当な次数で打ち切れば，自由度縮約の効果がある．フー
リエ級数に変換された FRF に対して，多点偏分法を用いたカーブフィットによりモー
ド特性同定を行う． 
なお，シェル構造物の軸方向の振動形状に対しても，基底関数を定義することも考
えられる．しかし，自動車用タイヤにおいては，連続性のある周方向に比べて，軸方
向は周期対称性を仮定することが難しいため，本研究では周方向のみを基底関数で表
現することとする． 
手法の提案に続いて，数値シミュレーションにより，提案したモード同定手法の妥
当性検証を行う．一般粘性減衰系の円筒シェル構造物を解析対象に用い，FEM で計算
したモード特性を真値とする．同モデルについて，FEM の定常応答解析で求めた FRF
に，ランダム誤差を混入する．そして，提案した次数分離法を用いて，モード特性の
同定を行う．同定結果を，FEM によるモード解析の真値と比較することにより，提案
手法の妥当性を検証する． 
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続いて，実構造物の例として自動車タイヤを取り上げ，提案手法により中周波帯域
のモード特性同定を行い，手法の有効性を評価する． 
さらに，同タイヤについて，解析モデルの精度向上という目的からは外れるが，提
案手法の，騒音低減の対策検討への応用を想定し，同定したモード特性を利用した放
射音への寄与度評価の可能性について考察を行う． 
本章で提案する実験モード解析法は，対象を円筒シェルに限るものではなく，モー
ド形に対応する基底関数を適切に定義できれば適用可能であり，様々な構造への汎用
性を有するものである． 
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4.2 基底関数を用いた次数分離法の提案 
加振実験で測定する FRF の応答点を，図 4.1 に示すように，円筒シェル上に配置さ
れた複数本の仮想リングの上に設定する．各リングの周方向の振動形状は，調和関数
を用いた基底関数を用いて表現できることから，これを利用した周方向の次数分離法
を提案する． 
 
 
4.2.1 フーリエ級数の離散化 
周期が T である任意の周期関数 x(t)のフーリエ級数展開は次式で表される．ただし
ω=2π/T は角周波数である． 
   



1
0 sincos
2 i
ii tibtia
a
tx   （4.1） 
 
 





2
2
2
2
sin
2
cos
2
T
Ti
T
Ti
dttitx
T
b
dttitx
T
a


 （4.2） 
ここで，対象とする周期関数が離散値で与えられる場合を考える．1 周期分の離散的
な関数値 x(t) が x = {x1, x2, …, xN} であるとすると，式(4.1)，(4.2)は次のような離散形
で表現できる．ただし，N は 1 周期に含まれる離散値の個数である． 
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Virtual circular ring 
( q rings ) 
Response points 
( N points per ring ) 
Cylindrical shell 
図 4.1 仮想リング上に設定された応答点 
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4.2.2 FRF行列の周方向次数分離 
加振点は円筒シェル上に任意に置かれた p 個の点とする．応答点は，円筒上シェル
上に q 本の仮想リングを設定し，各リング上に等間隔に N 点配置し，合計 qN 点とす
る．仮想リング上の応答点間隔は周方向角度で 2π/N である．ある周波数 ω における全
FRF は次のような行列で表される． 
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ただし，G(ω)は全 FRF 行列（qN×p），Gn(ω)は各仮想リング上の第 n 点のみで構成さ
れた FRF 行列（q×p），Gn,βα(ω)は Gn(ω)のうち α 点参照 β 点応答の成分を表す． 
この n 系列の FRF について，加振点ごと，仮想リングごとに，周方向にフーリエ級
数展開すると，次のように級数展開された FRF が得られる． 
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この級数展開は，仮想リングの円環振動の振動形を，三角関数を基底関数として表し
たものであるが，これは円筒シェルの周方向曲げ振動の固有モードに対応する[4.1] ．す
なわち i は，モード次数に相当するものである．振動モードの例を図 4.2 に示す． 
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式(4.7)および(4.8)は，各 i の成分を重ね合せた形となっており，式(4.7)のうち一つの
i 成分を取り出した次式を用いれば，周方向 i 次の振動モードの成分が抽出される． 
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このとき，Npq の自由度を有していた G(ω)は，それぞれ pq の自由度を有する Ai(ω)
と Bi(ω)に縮約されたことになる．自由度は 2/N 倍に縮約された．また，周方向の振動
モードは i 次のみが抽出されており，軸方向次数の異なるモードのみが各固有モード
として存在している状態であるため，モード密度は大幅に低減されている．したがっ
て，級数展開された FRF である 
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を用いて，2 章で説明した実験モード解析の基礎理論によりモード特性の同定を行う
ことで，自由度が圧縮かつモード密度が低減された状態でのモード特性同定を行うこ
とになり，同定精度の向上および効率化が見込まれる．また，同定されたモード形は
級数であるので，式(4.9)を用いて復元することで元の円筒シェルの全応答点情報を含
むモード形が得られる． 
このモード特性同定を，所望の周方向次数についてそれぞれ行う． 
以上の手法を，本論文では，基底関数を利用した実験モード解析法として提案する． 
 
  
i = 1  i = 2  i = 3  i = 4  i = 0  
図 4.2 円筒シェルの周方向曲げ振動の固有モード 
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4.3 有限要素モデルを用いた検証 
4.3.1  解析対称の円筒シェルモデル 
本章では，図 4.3 に示す，有限要素でモデル化された円筒シェルモデルを用いて，提
案手法の検証を行う．FRF の算出と，モード特性の真値の算出には，商用 FEM ソフト
ウエアの ABAQUS[4.2] を用いる．シェルは炭素鋼で，一部の領域に C=βK で表わされ
る比例粘性減衰を定義し，他の領域は不減衰としている．従って，構造物全体では非
比例粘性系（一般粘性減衰系）である．円筒の両端を単純支持する． 
提案する手法を用いてモード特性を同定するために，FEM で 3 点参照の条件で FRF
を算出する．加振点を図 4.3 に○印で示す．応答点は FEM の 680 節点のうち，等間隔
に分布させた 160 点を用いる．加振方向は円筒表面の面直方向とし，応答の測定も面
直方向を用いる．合計 480 個の FRF が取得される． 
 
 
  
Undamped region 
Viscous damping region 
Excitation points 
図 4.3 円筒シェル FE モデル 
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4.3.2  誤差混入とモード特性同定 
取得した FRF に対して，式(11)のように，ランダム誤差を混入する． 
              ierrorrerror aGjaGGG ImRe   （4.11） 
aerrorは誤差係数を表し，本解析では aerror=0.03 とする．εr(ω)，εi(ω)はいずれも，標準
偏差が 1 の正規分布に従う乱数である．つまり，混入誤差の根二乗平均を，元の FRF
の 3% に設定する． 
FRF の応答点は，円筒シェル上に 8 本の仮想リングを構成するよう配置している．
特定の周方向次数に着目し，加振点毎，リング毎に FRF をフーリエ級数に変換する．
このようにして作成した，特定の周方向次数成分のみを含む FRF に対して，多点偏分
法を用いてカーブフィットすることによりモード特性同定を行う．  
 
4.3.3  周方向次数分離の結果 
図 4.4 に，ランダム誤差を混入させたアクセレランス FRF の例を緑線で，その応答
点を含む仮想リングの 2 次のフーリエ級数成分を青線で，それぞれ示す．元の FRF と
フーリエ級数 FRF との差は，他の次数成分の寄与を意味する．それは周方向 2 次のモ
ードを同定する上では不要な成分である．このフーリエ級数による周方向次数分離は，
加振点毎，仮想リング毎に行われる．加振点数は 3 点，仮想リングは 8 本であり，フ
ーリエ級数は式(4.8)のように 2 つで 1 組であるので，一つの周次数に対して，モード
同定に用いるフーリエ級数 FRF として 48 個の FRF が作成される． 
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4.3.4  モード特性同定結果 
各周方向次数を対象としながら，48 個の FRF を用いて多点偏分法によりモード特性
同定を行う．初期値決定に用いるCMIFの算出例として，周 2次の結果を図 4.5に示す．
各共振における重根の存在が検出されている．これを用いて初期値を決定し，多点偏
分法によりモード特性同定を行う．式(2.85)で表現される合成 FRF と，元の FRF とを
比較することによって，カーブフィットの良悪を評価できる．図 4.6 にカーブフィッ
トの例を示す．ランダム誤差が存在する状態においても，精度よくカーブフィットで
きていることが確認できる． 
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図 4.4 アクセレランス FRF の例 
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図 4.6 カーブフィット結果の例 
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3000Hz 以下，周方向次数 1 次～7 次における同定結果を表 4.1 に示す．同定された
モード形の例を図 4.7 に示す．モードは重根も含めて漏れなく同定できている．固有
周波数とモード形は精度よく同定できている．モード減衰比は固有周波数に比べると
同定誤差が大きいものの，概ねよく同定できている． 
 
 
  
fr: damped natural frequency, ζr: modal damping ratio 
FEM Identified f r ζ r f r ζ r
1 4 4 0.13 6.91 0.20 14.87
2 6 6 0.12 6.71 0.36 13.49
3 10 10 0.10 7.16 0.29 16.39
4 12 12 0.07 4.42 0.34 12.16
5 14 14 0.06 4.35 0.23 9.60
6 16 16 0.07 3.03 0.34 17.66
7 18 18 0.07 3.36 0.38 16.00
Circumrerential
order
Number of
modes
Average of
identification error [%]
Maximum of
identification error [%]
表 4.1 300Hz 以下，周方向 1～7 次における同定結果 
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以上の結果より，モード密度が高く，また図 4.7 のようにモード減衰比 4%程度とい
う高減衰のモードを含み，且つランダム誤差を含む条件においても，提案手法はモー
ド特性を精度よくできることが検証できた． 
  
(a) Circumferential 1st, axial 1st mode 
(b) Circumferential 3nd, axial 5th mode 
(c) Circumferential 4th, axial 2nd mode 
(d) Circumferential 6th, axial 5th mode 
FEM: f
r
=1272Hz, ζ
r
=0.94% Identified: f
r
=1273Hz, ζ
r
=0.91% 
FEM: f
r
=2795Hz, ζ
r
=4.00% Identified: f
r
=2795Hz, ζ
r
=4.00% 
FEM: f
r
=1443Hz, ζ
r
=2.12% Identified: f
r
=1443Hz, ζ
r
=2.18% 
FEM: f
r
=628Hz, ζ
r
=0.85% Identified: f
r
=628Hz, ζ
r
=0.82% 
図 4.7 同定されたモード形の例 
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4.4  実構造物への適用例 
4.4.1  加振実験 
提案手法の実構造物への適用例として，乗用車用タイヤを対象に加振実験とモード
特性同定を行う．対象物を図 4.8 に示す．支持条件は，車両取付状態を再現し，ホイ
ールのボルト部を固定している．加振点は 15 点，応答点は 18 本の仮想リング上に各
40 点の計 720 点を設定し，FRF 総数は 10800 個である．円筒シェルに相当するタイヤ
のトレッド部（トレッドパターンが刻まれている，中心軸と平行な面）だけでなく，
サイドウォール部（中心軸に垂直な面）も円筒シェルの一部とみなして，トレッド部
に加えサイドウォール部にも仮想リングを設定し，タイヤ表面全体を覆うように応答
点を配置している．応答の測定方向は各点における面直方向である． 
この計測された FRF に対して，提案手法によりモード特性同定を行う．まず，周方
向次数分離法により FRF を周方向次数成分に変換すると，1 つの周方向次数に着目す
れば，FRF 数は 540 個と 1/20 に縮約される．この変換された FRF を用いて，多点偏分
法によりモード特性同定を行う．  
 
 
 
  
図 4.8 実験に用いた自動車用タイヤ 
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4.4.2  モード特性同定結果 
計測された FRF の例を図 4.9 に示す．青線の計測 FRF を見ると，200Hz 以下は共振
ピークが目立つのに対し，200Hz 以上ではモード密度が高く減衰も大きいため，ピー
クが目立っておらず，モード特性同定が難しい状態にある．一方，周 1 次に関する周
方向次数分離を行った赤線においては，不要なピークが除去されたことや，振幅低下
に表れているように不要な成分が除去されたことによって，モード密度の低減による
同定難易度の改善が見込まれる． 
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図 4.9 アクセレランス FRF の例 
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この周方向 1 次成分の FRF における CMIF を図 4.10 に示す．各線はそれぞれ第 1～
第 15特異値成分を表す．重根に加えて近接モードも検出できており，初期値の決定が
可能であることがわかる．例えば，50，80，180，230Hz 付近においては 2 つの特異値
が極大となっていることからそれぞれ 2 つの固有値つまり重根が存在しており，また
360Hz 付近においては 4 つの特異値が極大のため，4固有値すなわち 2 組の重根が近接
して存在していることを検出でき，初期値を定めることができる． 
 
 
このように CMIF から定まる初期値を用いて，多点偏分法によりモード特性同定を
行う．カーブフィット結果の例を図 4.11 に示す．まだ残差はあるものの，概ねよくカ
ーフィットできていると言える． 
なお，600Hz 付近のピークにおける残差の原因については，実際のタイヤは厚さ方
向の影響で理想的なシェルとは見なせない点や，サイドウォール部が存在している点
により，実際の固有モードが三角関数と完全には対応していない可能性があり，その
状況下で特定の周次数成分のみを抽出したため，式(2.85)の理論 FRF で十分にカーブフ
ィットできなかったという事が推定される．また，200Hz 付近や 500Hz 付近の FRF の
谷においても残差がみられるが，これは，次数分離前の FRF の大きさから考えると微
小な成分であるため，計測誤差が多く含まているためであると推定される． 
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図 4.10 CMIF 法による解析結果の例 
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周 1 次～周 3 次について，同定された固有値を表 4.2 に，また代表的なモード形を図
4.12 に示す．周 1 次～周 3 次のモードだけを見ても固有値が接近しており，周 4 次以
上についても同様に固有値の存在が推測されることから，実際のモード密度は更に高
いことが推測される．モード減衰比についても 4%程度と大きい値である．このような
モード特性同定が難しい条件においても，提案手法を用いることで，確実な同定を行
うことができた．モード形に着目すると，周方向の次数と軸方向の次数が組み合わさ
れた，円筒シェルモデルに類似のモード形が重根も含め同定できており，同定結果は
信頼性が高いと推定される． 
なお，提案した周方向次数分離を行わずに，計測した FRF を直接用いて多点偏分法
によりモード特性同定を行った場合には，同定できたモードは表 4.2 の結果のうち，
周 1 次成分については No. 8 まで，周 2次成分および周 3次成分については No. 4 ま
でであった．したがって，提案法を用いたことにより，同定できたモードの個数とし
ては 16 個だったものを 66 個に，上限周波数としては 250Hz 程度だったものを 800Hz
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図 4.11 カーブフィット結果の例 
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程度までに，実験モード解析の適用可能範囲を大きく拡大することができ，効果的な
方法であるといえる． 
ここで，軸方向の次数について補足する．タイヤの場合，円筒シェルモデルとは異
なり，通常の面外曲げ変形のモードの他に，内部空気の共鳴モードや，ホイール弾性
変形が主体でタイヤが従属するモードなども存在している．従って，軸方向のモード
次数は，腹・節の数と 1 対 1 で対応するものではない．例えば，周 1 次の No. 7，8 モ
ードは，内部空気の共鳴モードである．空気の減衰はタイヤより小さいため，モード
減衰比は他のモードの 1/10 程度となっている． 
 
 
 
 
 
No. f r [Hz] ζ r  [%] Axial order
1 126.5 2.20 1
2 126.7 2.22 1*
3 150.8 3.56 2
4 151.0 3.62 2*
5 381.3 2.52 3
6 382.8 2.51 3*
7 416.5 2.64 4
8 417.7 2.53 4*
9 597.9 4.99 5
10 601.9 4.89 5*
11 636.9 4.57 6
12 640.3 3.82 6*
13 690.2 2.89 7
14 692.2 2.65 7*
15 729.8 2.68 8
16 731.8 2.79 8*
17 773.1 3.83 9
18 778.3 3.17 9*
19 837.3 7.65 10
20 848.3 6.83 11
21 848.4 4.97 11*
22 863.3 5.06 10*
(a) Circumferential 1st order modes (b) Circumferential 2nd order modes (c) Circumferential 3rd order modes 
fr: damped natural frequency, ζr: modal damping ratio 
* denotes circumferential multiple root. 
No. f r  [Hz] ζ r  [%] Axial order
1 50.7 2.96 1
2 50.8 2.84 1*
3 81.1 3.95 2
4 81.3 4.14 2*
5 183.4 1.35 3
6 184.0 2.73 3*
7 225.4 0.35 4
8 225.5 0.32 4*
9 360.9 2.61 5
10 361.3 2.62 5*
11 367.4 2.82 6
12 368.5 2.33 6*
13 423.3 2.56 7
14 428.0 1.30 7*
15 585.2 4.13 8
16 586.5 4.31 8*
17 609.9 6.07 9
18 613.3 5.76 9*
19 710.9 4.08 10
20 711.7 3.66 10*
21 716.8 3.79 11
22 721.3 3.62 11*
23 752.1 4.51 12
24 763.3 5.62 12*
No. f r  [Hz] ζ r  [%] Axial order
1 100.3 3.05 1
2 100.4 3.07 1*
3 102.7 2.64 2
4 102.7 2.67 2*
5 324.3 0.83 3
6 324.6 0.80 3*
7 378.5 2.33 4
8 379.8 2.79 4*
9 409.7 2.26 5
10 410.8 2.14 5*
11 602.3 3.66 6
12 603.3 3.49 6*
13 624.8 5.32 7
14 629.6 5.47 7*
15 712.1 3.30 8
16 712.8 3.28 8*
17 763.2 4.53 9
18 765.8 3.97 9*
19 794.9 4.71 10
20 796.1 4.39 10*
表 4.2 周方向 1～3次における同定結果 
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4.5  同定されたモードの放射音への寄与に関する考察 
 
4.5.1  放射音における各モードの寄与の算出法 
モード特性を同定できたことにより，タイヤへの加振入力時に生じるモードを把握
することができた．一方，例えばタイヤ放射音の低減という問題を考えた場合，必ず
しも全てのモードの対策が必要ではなく，放射音に寄与の高いモードを絞り込むこと
が重要[4.4]となる．そこで，モード特性同定の結果を踏まえ，放射音への寄与について
考察する． 
放射音への寄与の検討は，音響加振による実験を利用して行う．空間上に設定した
音響評価点に音源を配置し，タイヤを音響加振すると，音圧が外力となりタイヤに振
動が励起される．このとき，タイヤに励起される固有モードは，放射音になりやすい
固有モードほど寄与率が大きくなる．すなわち，音響加振により励起される固有モー
ドの寄与率は，各固有モードが加振されたときの，放射音への寄与率に等しい．これ
は，次に示す放射音の相反定理[4.1] から説明できる．構造物の点 S を力 FSで加振した
ときの観測点 O における音圧 pOは，点 O に加振源として体積速度 QOを設定したとき
の点 S の速度応答 vSと，次の関係を有する． 
1-2 mode 1-12 mode 
3-3 mode 3-9 mode 
2-11 mode 
2-15mode 
2-7 mode 
図 4.12 同定されたモード形の例 
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  （4.12） 
この考え方を利用すると，音響加振時の FRF に対して，前節で同定されたモード特
性を用いてモード寄与率をパラメータとしてカーブフィットすることにより，放射音
における各モードの寄与を算出することができる．すなわち，タイヤの加振試験によ
って得られたモード特性の内，σr，ωdr，ϕrを既知，ξrおよび C，D を未知として，最
小二乗法により式(4.85)を構成する未知パラメータを決定することができる． 
 
4.5.2  放射音への寄与の評価結果 
 
音響加振時の加速度応答の計測は，図 4.1 と同様に仮想リング上に配置した応答点で
行い，得られた FRF を各周次数に分離する．そして，周次数ごとに前述の通り同定さ
れたモード特性を用いてカーブフィットし，モード寄与率を算出する．なお，放射音
の観測点はタイヤ表面から 0.5mの位置に設定し，音源には，図 4.13 に示す SIEMENS
社の中-高周波数レンジ用の体積速度加振器 LMS Q-MHF[4.3] を用いる．図 4.14 は，音
響加振の精度検証のため，音響加振-加速度応答の FRF（破線）と，ハンマリング加振
-音圧応答の FRF（実線）の比較を行ったものである．放射音の相反性定理に則り，両
者が概ね一致していることから，音響加振実験は十分な精度を有すると判断する． 
 
 
  
図 4.13 体積速度加振機 LMS Q-MHF 
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周 1 次，2 次，3 次成分について，放射音への寄与の評価結果を図 4.15 に示す．青線
が音響加振時の加速度応答を表す測定 FRF である．同定したモード特性を用いてカー
ブフィットを行った結果を赤線で，そのときのモード毎の寄与を破線でそれぞれ示す．
青線と赤線を比較すると，誤差はあるものの，ピークは概ね捉えられていると言える．
そのピークに寄与しているモードを見ることで，例えば周 1次成分については，600Hz
のピークは No.15 モード，700Hz のピークは No.22 モードの寄与がそれぞれ大きいこ
とが理解できる．尚，No. 15 および No. 22 のモードは，近い周波数帯域に存在する他
のモードに比べ，軸方向の節の数が少ないモード形となっており，放射音への寄与が
大きいのは妥当であると考えられる． 
 
以上より，モード特性同定の結果を用い，音響加振時の加速度応答の FRF に対して
モード寄与率を決定することにより，放射音低減に寄与するモードを特定できること
を示した． 
  
図 4.14 相反性定理の確認結果 
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図 4.15 放射音への寄与の評価結果 
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4.6  まとめ 
本章では，解析モデルの精度向上のために必要な技術である，実験計測法について
検討を行った．モードが密に存在する中周波帯域においても，加振試験により精度よ
くモード特性を同定できる手法について，提案を行った．対象物は自動車用タイヤを
想定した円筒シェル構造物とした． 
まず，加振試験により取得した FRF に対し，周方向の連続性を利用し，フーリエ級
数を用いて周方向次数ごとに分離し，モード密度を改善する手法を提案した．  
次に，提案手法を，FEM モデルおよび実構造物である自動車用タイヤに適用し，手
法の妥当性およびその有効性を検討した．得られた結論を以下に示す． 
 
1) 円筒シェル構造物において，周方向の振動モードは調和関数（正弦波および余弦
波）を基底関数として表現できる．これに基づき，周方向の空間フーリエ級数を用い
て FRF を次数分離することで，特定の周方向次数の成分のみを抽出し，モード特性同
定の難易度を改善した．この次数分離された FRF を用いてモード特性同定を行う手法
を提案した． 
2) FEM でモード特性の真値が得られる円筒シェルモデルを対象に，提案手法を用い
ることでモード特性が高精度に同定できることを検証した． 
3) 実構造物の例として，乗用車用タイヤのモード特性同定を行い，FRF に共振が明
確に現れない中周波においても，多数のモードを抽出でき，実験モード解析が可能で
ある周波数範囲を拡大する効果が得られた． 
4) さらに，提案手法の応用例として，同定結果に基づき，騒音低減のために対策す
べき寄与の大きなモードを特定する手法としても利用可能であることを示した． 
 
これらのことから，提案する実験モード解析法は，円筒シェル構造物のモード特性
を効率的かつ高精度に同定するための有効な方法であり，解析モデルの精度向上に有
用であることを示すことができた． 
この提案法は，対象を円筒シェルに限るものではなく，モード形に対応する基底関
数を適切に定義できれば適用可能であり，様々な構造への汎用性を有するものである． 
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5.1 結論 
本研究では，中周波数帯域・高減衰構造物における，振動低減に繋がる振動特性の
把握法を提案すること，および振動低減できる減衰付加位置の判断法を導くことを目
的に検討を行った．理論・シミュレーションの観点では，現象を理解しやすいはり・
平板モデルを用いて，振動エネルギーに関する振動特性把握法と減衰付加位置評価法
を検討した．モデル構築を見据えた実験測定の観点では，タイヤを想定した円筒シェ
ル構造物を対象に，実験モード解析法を検討した．以下に本研究の結論を示す． 
 
第 1 章では本研究の背景として，自動車を例に，振動騒音の低減が必要とされてい
ること，振動放射音の発生要因である構造振動の低減が必要であることを述べた．ま
た，先行研究における課題もふまえ，本研究では，中周波数帯域・高減衰構造物にお
ける解析手法の提案を目的とすること，また検討の方針として，理論・シミュレーシ
ョンの観点での解析法の提案と，解析モデルの精度向上のために必要である実験計測
法の提案を行うことを述べた． 
 
第 2 章では，提案する手法の前提として用いる，振動解析の基礎理論について述べ
た．有限要素法による振動解析，本研究で振動状態の評価に用いる振動エネルギーに
関連する指標，エネルギー流れの可視化に用いる振動インテンシティについて整理し
た．さらに，実験モード解析法に用いる基礎理論について述べた． 
 
第 3 章では，理論・シミュレーションの観点から，中周波数帯域や高減衰構造物の
特徴である複数モード寄与の状態に着目し，振動エネルギーに関する特性把握法と減
衰付加位置評価法について，検討を行った． 
SI を利用した特性把握法としては，まず，内力法による簡便な SI 算出を提案した．
この SIを利用して，エネルギーが流れているか定在しているかを表す指標として，パ
ワーフローのアクティブ率を提案した．これは，流れ・定在の特性を定量化できる効
果があり，同じく提案した選択モードによるエネルギー寄与率と合わせると，エネル
ギーが定在する状態は単一モード寄与に対応し，エネルギーが進行する状態は複数モ
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ード寄与に対応することを明確にした．この指標を用いることで，振動低減のために
抑制すべき流れ成分を判断することも可能となる． 
減衰付加位置評価に繋がる特性としては，アクティブ率が小さい系においては，散
逸パワー分布の特性が重要であり，散逸大の箇所が減衰付加すべき位置と判断できる
ことを示した．一方，アクティブ率が大きい系においては，アクティブなパワー流量
の特性が重要であり，流量大あるいは流入源が減衰付加すべき位置と判断できること
を示した．  
また，感度解析を利用した方法として，振動エネルギーの減衰付加による感度特性
を提案し，感度特性が減衰付加位置を表すことを確認した．併せて，選択モードによ
るモード寄与率に基づき，寄与の高いモードのみを考慮した感度解析も可能であるこ
とを示した． 
 
第 4 章では，解析モデルの精度向上のために必要な技術である，実験計測法につい
て検討を行った．モードが密に存在する中周波帯域においても，加振試験により精度
よくモード特性を同定できる実験モード解析の手法を提案した．対象物は自動車用タ
イヤを想定した円筒シェル構造物とした． 
加振試験により取得した FRF に対し，周方向の連続性を利用し，フーリエ級数を用
いて FRF に含まれる固有モードを周方向次数ごとに分離することで，モード密度を低
減させモード特性同定の難易度を改善する手法を提案した．提案手法を真値がある
FEM モデルに適用し，手法の妥当性を検証した． 
さらに，実構造物への適用例として，高減衰であり中周波数帯域の実験モード解析
が困難とされている自動車用タイヤに適用し，手法の有効性を確認した．また，手法
の応用例として，騒音に寄与している問題モードの特定にも利用可能であることを示
した． 
 
以上，本論文の各章の結論を示したが，以下に，研究目的に対する結論を総括する． 
中周波数帯域・高減衰構造物における振動低減のためには，振動エネルギーの流れ
が定在的か進行的かを把握することが有効である．従来は，定在的と推定される周波
数帯域においてはモード法，進行的と推定される周波数帯域においては SEA，という
ように異なる 2 つの手法で扱われてきた．本研究の成果は，両方の流れ状態について，
― 第 5章 結論 ― 
 
- 118 - 
 
物理的意味が明確であるパワーフローのアクティブ率という指標を介して統一的に扱
うことを可能にし，中周波数帯域・高減衰構造物における振動低減のための解析手法
を導いた点である． 
本研究を通して確認した，振動低減の本質的な考え方をまとめると次のようになる．
エネルギー流れが定在する成分は，モードが支配的であり，振動形は変化しにくくエ
ネルギー流れの制御は困難である．したがって，モードの励起を抑制する設計変更（例
えば散逸パワー大の箇所への減衰付加）が効果的である．一方，エネルギーが進行す
る成分は，複数モードが寄与しているため，振動形を変化させやすい状態である．し
たがって，エネルギー流れへの対策が有効であり，（例えば流入源近傍や流量大の箇所
への減衰付加により）振動エネルギーが構造全体へ伝播しにくくする設計変更が有効
である． 
モードの抑制や流れ方の制御のための具体的な設計法としては，本研究では減衰付
加を選択した．しかし，上で述べた振動低減の考え方に基づけば，対象物や制約条件
に応じて，質量分布や剛性分布の変更，形状変更など，様々な手段での達成の可能性
を有しており，設計変更手段の選択肢を広げられ，多数の制約条件の下での設計が要
求される実開発において有用であると考えている． 
また，設計法として減衰付加のみに着目するのであれば，感度解析による方法は，
エネルギー流れの状態に関わらず，振動低減に効果的な減衰付加位置を判断できる有
効な手法である．少数の寄与するモードのみでも感度解析が可能ということも示した
が，これは，設計を行う際に検討をシンプルに行える利点があると考えている． 
本研究のもう一つの成果は，解析モデルの精度向上に向けて，従来は困難であった
中周波数帯域・高減衰構造物の実験モード解析を可能とする方法を提案できた点であ
る．得られたモード特性に基づくモデルの精度向上法の確立は今後の課題である．提
案法は，対象を円筒シェルに限るものではなく，モード形に対応する基底関数を適切
に定義できれば適用可能であり，様々な構造への汎用性を有するものである．また，
モデル構築という狙いとは別に，実験モード解析によって直接的に設計法を導く方法
として，提案法を応用し騒音に寄与する問題モードを特定できる方法の可能性も示し
た．寄与の高いモードのみへ振動低減の対策を施すことでも，一定の改良効果は得ら
れると考えられ，これも設計において対策を導くための有用な方法である．ただし，
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対策が他モードに及ぼす影響の評価が容易ではないため，根本的な振動低減設計を導
くためには，3章のようなエネルギー解析を行うことが必要と考える． 
 
5.2 今後の課題 
振動エネルギー解析による振動特性の把握においては，振動インテンシティが，系
の特性の把握，および減衰付加位置の決定の見通しを立てるものとして利用できるこ
とを示した．今後の課題としては，複数モード寄与状態において，系全体のパワー流
量が低減する理想的な SI分布を実現できるような，より詳細な設計法を導くことが必
要と考えている． 
また，今回の振動エネルギー解析は，検討をシンプルに行えるよう，現象を単純化
し，対象物としてもはり・平板という簡単なものに留め，構造としても質量，減衰，
剛性が一様に分布という単純な設定とした．しかし，提案した特性把握法および減衰
付加位置の評価法は，汎用性を持つものである．複雑な形状・構造を有する構造物に
対しても適用できることを考慮して提案したものであるが，実際に複雑構造へ適用し
手法の有効性を確認することは今後の課題であり，不足する点については追加検討を
行っていく必要があると考えている． 
さらに，今回の振動エネルギー解析は，入力の「力」が一定という制約条件の下で
減衰付加位置の評価を行ったが，対象とする実現象に応じて，入力の「変位」が一定
の場合や，「パワー」が一定の場合についても同様に検討する必要があると考える． 
基底関数を利用した高精度なモード同定については，今回は円筒シェルを対象とし
たが，基底関数を定義できる構造物であれば同様の手法が採れるため，実製品で使用
されやすい，円筒シェル以外の基本的な形状に対して，さらに拘束条件が異なる場合
も含めて，基底関数を検討することで，より応用範囲を広げることができると考えて
いる． 
さらに，実験モード解析で同定したモード特性を利用した，エネルギー解析に用い
る解析モデル（FEM モデル）の構築法，精度向上法を提案することも，今後の課題で
ある． 
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